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Πρόλογος 

Το παρόν αρχείο αποτελείται από όλα τα θέματα των Μαθηματικών 

Θετικής και Τεχνολογικής Κατεύθυνσης και Προσανατολισμού 

Θετικών Σπουδών και Σπουδών Οικονομίας και Πληροφορικής  που 

δόθηκαν μέχρι σήμερα σε Πανελλαδικές Εξετάσεις των Ημερησίων και 

Εσπερινών (τακτικές και επαναληπτικές) Γενικών Λυκείων καθώς και 

στις εξετάσεις τέκνων Ελλήνων των Εξωτερικού. 

Είναι ιδιαίτερα σημαντικό να ξεχωρίσουμε ότι τα θέματα από το 

κεφάλαιο των Μιγαδικών Αριθμών καθώς και όσα σχετίζονται με τη 

συνάρτηση ολοκλήρωμα στο 3ο Κεφάλαιο (Ολοκληρωτικός Λογισμός) 

είναι εκτός εξεταστέας ύλης από το 2016. 

Εκτιμώ ότι αυτή η συλλογή θα οργανώσει και θα διευκολύνει την 

μελέτη των μαθητών και των έργο των διδασκόντων. 
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����������� ������ ���	��� ��	 
��������	��� ���������: �������	��

����� ���	
��:  ������	� (4) 
 

�	
� 1o 

A.1. 
������� �� μ���!�"�� �#�$μ�� z1, z2. �� �%�!&�'&�& 
*��: �z1 � z2� = �z1� � �z2�.   

���+!&- 7,5  

�.2.  �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, 
�������� 
�� �������� 
� ��� ������� ����� � 
��	
� �	��� 
�� ���μμ� ��� ����
�����	 
� ���� 
�����
�. 

 ��� "+$& μ���!�"* �#�$μ* z �/36&�: 

 �.   z z z 2 �  

 �.   zz 22 �    

 .   z -  z �  

 �.   z  z �  

 �.   z  z i �  

���+!&- 5 

�.1. ��  i, 3 - 1  z ���  i 4  3  z 21 ���  �� �#+8&�& /�� �&�#+!�* 
/�- ��9- �#�$μ�6- �;- ������ � "�� !�%<� /& "+$& 
�#�$μ* �� �#+μμ� �;- ������ � >�/�, ?/�& �� 
%#�"6%�&� �/*�;��. 
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1.  z  z 21 �  �. 4 

2.  z 2
1  �. 2 

3. 
2

2z  . 25 

4. 1z �  �. –5 

5.  z i 2  �. –2 

 ��.  5 

 �. 10 
���+!&- 7,5 

�.2. �� ��� �� μ���!�"* �#�$μ*   1,  z   ������  z �  �� !&�'&�& 

*��  
z
1  z � . 
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@/�A f μ�� %#��μ���"B /9�+#�;/; μ& �6%�: 

 
 3  x       , 

3x
e-1   

     3 x             ,�x   
   f(x) 3-x

2

�
�

�
	




�
�

�
�  

 
�. �� ; f &���� /9�&3B-, �� �%�!&�'&�& *�� � = –1/9. 

���+!&- 9 
 

�. �� E#&��& �;� &'�/A/; �;- &F�%��μ>�;- �;- �#�F�"B- 
%�#+/��/;-  Cf  �;- /9�+#�;/;- f /�� /;μ&�� �(4,  f(4)). 

���+!&- 7 
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. �� 9%�<���/&�& �� &μE�!*� ��9 3A#��9 %�9 
%&#�"<&�&��� �%* �; �#�F�"B %�#+/��/; �;- 
/9�+#�;/;- f, ��� +'��� x�x "�� ��- &9$&�&- x=1 "�� 
x=2. 

���+!&- 9 
 
�	
� 3� 
��� μ�� /9�+#�;/; f, %�9 &���� %�#��A��/�μ; /�� /6��<� 
�A� %#��μ���"?� �#�$μ?� 	R, �/36&� *��: 
  

f3(x) + E f2(x) + � f(x) = x3 – 2x2 + 6x –1   ��� "+$& x 	R, 
 

*%�9 E, � %#��μ���"�� �#�$μ�� μ& E2 < 3�. 
 
�. �� !&�'&�& *�� ; /9�+#�;/; f !&� >3&� �"#*����.  

���+!&- 10 
  
�. �� !&�'&�& *�� ; /9�+#�;/; f &���� ��;/�A- �6'�9/�. 

���+!&- 8 
 
. �� !&�'&�& *�� 9%+#3&� μ���!�"B #�M� �;- &'�/A/;- f(x) = 0 /�� 

����"�* !�+/�;μ� (0,1). 
���+!&- 7 

 
�	
� 4� 
@/�A μ�� %#��μ���"B /9�+#�;/; f, /9�&3B- /�� /6��<� 
�A� %#��μ���"?� �#�$μ?� 	R, ��� �;� �%��� �/36o9� �� 
/3>/&�-: 

 i) f(x) � 0,   ��� "+$& x 	R 

 ii) f(x) = ,   ��� "+$& x 	R.  dt(xt)ftx 2 - 1 
1 

0
22�

@/�A �"*μ; g ; /9�+#�;/; %�9 �#�M&��� �%* ��� �6%� 

 x - 
f(x)
1  g(x) 2� ,    ��� "+$& x 	R. 
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�. �� !&�'&�& *�� �/36&�    (x)2xf - )x(f 2��
���+!&- 10 

�. �� !&�'&�& *�� ; /9�+#�;/; g &���� /��$&#B. 
���+!&- 4 

. �� !&�'&�& *�� � �6%�- �;- /9�+#�;/;- f &����: 

 
x1

1   f(x) 2�
� .  

���+!&- 4 
�. �� E#&��& �� *#��    (x f(x) ;μ2x).  lim 

 x ���
���+!&- 7 

 
�
��	�� (��� ��9- &'&��M*μ&��9-) 

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& μ*�� �� %#�"���#"��"+ 
(;μ&#�μ;���, "��&6$9�/;, &'&��M*μ&�� μ+$;μ�). �� 
$>μ��� �� μ;� �� �����#+8&�& /�� �&�#+!��. �� 
/3Bμ��� %�9 $� 3#;/�μ�%��B/&�& /�� �&�#+!��, 
μ%�#�6� �� ����9� "�� μ& μ�<6E�. 

2. �� �#+8&�& �� ���μ��&%?�9μ* /�- /�� %+�A μ>#�- �A� 
FA�������#+FA� μ*<�- /�- %�#�!�$�6�. ��μ�+ +<<; 
/;μ&�A/; !&� &%��#>%&��� �� �#+8&�&. 

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& μ�M� μ& �� 
�&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�, �� �%��� "�� $� 
"���/�#�F�6� μ&�+ �� %>#�- �;- &'>��/;-.  

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� /& *<� �� $>μ���. 
4. �+$& <6/; &%�/�;μ���"+ �&"μ;#�Aμ>�; &���� �%�!&"�B. 
5. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- μ&�+ �; !����μB �A� 

FA�������#+FA�. 
6. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: ��� (1) ?#� μ&�+ �; 

!����μB �A� FA�������#+FA�. 
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��$�"��&!	� 	�	���	!� �� �����  
	%!�!$" �"'	!$" 

�	
��� 30 
�($" 2002 
	�	��)$
	%$ 
���
� �	�!'�� '�! �	#%$�$�!'�� 

'��	"�"%���: 
���
��!'�
�"%$�$ �	�!*+%:  �	��	&!� (4) 
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A. @/�A f μ�� /9�&3B- /9�+#�;/; /' >�� !�+/�;μ� [�, E]. 
�� G  &���� μ�� %�#+��9/� �;- f  /�� [�, E], �*�& �� 
!&�'&�& *�� 

  . 
	 

� 
)�(G)	(Gdt )t(f     � ��  


�/���� 12  
 

�.1. @/�A ; /9�+#�;/; f(x) = ;μx. �� !&�'&�& *�� ; f &���� 
%�#��A��/�μ; /�� 	R "�� �/36&� 

f�(x) = /9�x . 
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�.2. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, 
�������� 
�� �������� 
� ��� ������� ����� � 
��	
� �	��� 
�� ���μμ� ��� ����
�����	 
� ���� 
�����
�. 
�. �� ; /9�+#�;/; f &���� �#�/μ>�; /�� [�,E] "�� 

/9�&3B- /�� (�,E], �*�& ; f %��#�&� %+����& /�� 
[�,E] μ�� μ>��/�; ��μB. 


�/��� 1 

 

�. �+$& /9�+#�;/;, %�9 &���� 1-1 /�� %&!�� �#�/μ�6 
�;-, &���� ��;/�A- μ��*���;. 


�/��� 1 

����� 1�� ���	
�� 



���� 2�� ���	
�� 
�� ���� 

 

 

. �� 9%+#3&� �� *#�� �;- /9�+#�;/;- f /�� x0 
"��    , 0f(x) 

x x
lim     

0

�
�

�*�&   

   . 0 f(x)
x x

lim      
0

�
�

  


�/��� 1 
 

�. �� ; /9�+#�;/; f &���� %�#��A��/�μ; /�� 	R , �*�& 

 . dx)x(xf
)x(xfdx)x(f      � ���   


�/��� 1  
 

�.  �� �*�& f(x) > 0 "���+ /��  x   , 0 f(x)
x x

lim      
0

�
�

0 . 


�/��� 1  
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� 2� 
@/�A  z  >��- μ���!�"*- �#�$μ*-  "��  f(�) = i� z,    �  IN*. 

 

�. �� !&�'&�& *�� f(3) + f(8) + f(13) + f(18) = 0 . 
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�. �� �z�= #  "�� Arg(z) = $,  �� !&�'&�& *��  
 

f(13) = # ��

�
��

�
�
�
�

�
�
� ���

�
�

�
�
� � �

2
�μi�

2
���� . 
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. �� �z�= 2 "�� Arg(z) = 
3
�

, �� E#&$&� �� &μE�!*� ��9 

�#��?��9 μ& "�#9F>- �� /;μ&�� ��9 μ���!�"�6 &%�%>!�9 
%�9 &���� &�"*�&- �A� μ���!�"?� �#�$μ?� 0,  z "��  f(13). 
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�	
� 3� 
@/�A �� /9��#�B/&�- f, g μ& %&!�� �#�/μ�6 �� 	R . 

��&��� *�� ; /9�+#�;/; �;- /6�$&/;- fog &���� 1-1. 
 

�. �� !&�'&�& *�� ; g &���� 1-1.  

�/���� 7 

  

�. �� !&�'&�& *�� ; &'�/A/;: 
g(f(x) + x3 - x) = g(f(x) + 2x -1) >3&� �"#�E?- !6� $&��">- 
"�� μ�� �#�;��"B #�M�. 


�/���� 18 
 

 
�	
� 4� 
�. @/�A !6� /9��#�B/&�- h, g /9�&3&�- /�� [�, E]. 
 �� �%�!&�'&�& *�� �� h(x) > g(x) ��� "+$& x  [�, E], �*�& 

"��     .    
	 

� 

	 

�
dx)x(gdx)x(h    � ��


�/���� 2 
�. 
��&��� ; %�#��A��/�μ; /�� 	R /9�+#�;/; f, %�9 

�"���%��&� ��- /3>/&�-:  

   x  	R    "��   f(0) = 0 . ,1xe)x(f )x(f ��� �

 
�)  �� &"F#�/�&� ; f� A- /9�+#�;/; �;- f. 


�/���� 5 

��)  �� !&�'&�& *��      ,  f
(x)x      f(x)  
2
x   �� ��� "+$&  x > 0. 


�/���� 12 
 

���) �� � &���� �� &μE�!*� ��9 3A#��9 � %�9 �#�M&��� 
�%* �; �#�F�"B %�#+/��/; �;- f, ��- &9$&�&- x = 0,  
x = 1 "�� ��� +'��� x�x, �� !&�'&�& *�� 

   )1(f 
2
1    E    

4
1     �� . 
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$*��!	� (�� ��9� �;�����μ�/�9�) 

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& μ*�� �� %#�"���#"��"+ 
(;μ&#�μ;���, "��&6$9�/;, &'&��M*μ&�� μ+$;μ�). �� 
$>μ��� �� μ;� �� �����#+8&�& /�� �&�#+!��. �� 
/3Bμ��� %�9 $� 3#;/�μ�%��B/&�& /�� �&�#+!��, 
μ%�#�6� �� ����9� "�� μ& μ�<6E�. 

2. �� �#+8&�& �� ���μ��&%?�9μ* /�- /�� %+�A μ>#�- �A� 
FA�������#+FA� μ*<�- /�- %�#�!�$�6�. ��μ�+ +<<; 
/;μ&�A/; !&� &%��#>%&��� �� �#+8&�&. 

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& μ�M� μ& �� 
�&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�, �� �%��� "�� $� 
"���/�#�F�6� μ&�+ �� %>#�- �;- &'>��/;-.  

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� /& *<� �� $>μ���. 
4. �+$& <6/; &%�/�;μ���"+ �&"μ;#�Aμ>�; &���� �%�!&"�B. 
5. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- μ&�+ �; !����μB �A� 

FA�������#+FA�. 
6. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: ��+μ�/; (1 1/2) ?#� μ&�+ 

�; !����μB �A� FA�������#+FA�. 
 

K��� 	�!�"#!�  

�	�$� 
�%"
��$� 

 

����� 4�� ���	
�� 



���� 1�� ���	
�� 
�� ���� 

 

 

	��%�����!'	� ��$�"��&!	� 	�	���	!�  
�� ����� �
	&��!$" 	%!�!$" �"'	!$" 

�&!�� 8 !$"�!$" 2003 
	�	��)$
	%$ 
���
�: 
���
��!'�  

�	�!'�� '�! �	#%$�$�!'�� '��	"�"%���
�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� (4) 

 
�	
� 1o 

A. @/�A f μ�� /9�+#�;/; �#�/μ>�; /& >�� !�+/�;μ� 
. 
�� F &���� μ�� %�#+��9/� �;- f /�� 
,  �� �%�!&�'&�& 
*��: 

�. *<&- �� /9��#�B/&�- �;- μ�#FB-  

G(x) = c)x(F �  ,     c  	R  

 &���� %�#+��9/&- �;- f /�� 
 "�� 

�. "+$& +<<; %�#+��9/� G �;- f /�� 
 %��#�&� �; 
μ�#FB 

G(x) = c)x(F �  ,     c  	R   . 
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�. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, 
�������� 
�� �������� 
� �� ���� ����� � ��	
� 
�	��� 
�� ���μμ� ��� ����
�����	 
� ���� �����
�. 
�. ��  z1, z2  &���� μ���!�"�� �#�$μ��, �*�& �/36&� 

%+���    z    z    z  z     z   z    212121 ����� . 


�/���� 2 
 

�. @/�A μ�� /9�+#�;/; f %�#��A��/�μ; /' >�� 
!�+/�;μ� (�, E), μ& &'��#&/; �/A- >�� /;μ&�� ��9 
x0, /�� �%��� *μA- ; f &���� /9�&3B-.   

 ��  f � (x) > 0  /�� (�, x0) "�� f � (x) < 0 /�� 
(x0, E), �*�& �� f (x0) &���� ��%�"* &<+3�/�� �;- f . 


�/���� 2 
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. ��� /9�+#�;/;  f : � � 	R &���� /9�+#�;/; 11� , 

�� "�� μ*�� �� ��� �%���!B%��& x1, x2  A �/36&� 
; /9�&%��A�B: 

�� x1 = x2, �*�& f(x1) = f(x2) . 


�/���� 2 
 

�. �� f, g  &���� !6� /9��#�B/&�- μ& /9�&3B %#?�; 
%�#+�A��, �*�& �/36&�: 

 � ����   dx g(x) (x) �f   g(x)   f(x)  dx (x) � g  f(x)  . 


�/���� 2 

 

�. �*�& μ�� &9$&�� x = x0 <>�&��� "���"*#9F; �/6μ%�A�; 
�;- �#�F�"B- %�#+/��/;- μ��- /9�+#�;/;- f ;  


�/���� 7 

 

�	
� 2� 
�. �� %&#��#+8&�& �&Aμ&�#�"+ �� /6��<� (�) �A� &�"*�A� 

�A� μ���!�"?� �#�$μ?� z %�9 �"���%���6� ��- /3>/&�-: 

   2   z  �  "��    	m (z)   0 . 
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�. �� �%�!&�'&�& *��, �� ; &�"*�� ��9 μ���!�"�6 �#�$μ�6 z 
"��&���� /�� /6��<� (�), �*�& ; &�"*�� ��9 μ���!�"�6 

�#�$μ�6   
z
4

  z  
2
1

    w  �
�
�

�
�
� �� "��&���� /& &9$6�#�μμ� �μBμ� 

�� �%��� E#�/"&��� /��� +'��� x�x . 


�/���� 13 
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�	
� 3� 


��&��� ; /9�+#�;/;   x  1  x      f(x) 2 ��� .  

�. �� �%�!&�'&�& *��   0   f(x)lim 
   x

�
���

. 


�/���� 5 

�. �� E#&��& �;� %<+��� �/6μ%�A�; �;- �#�F�"B- 
%�#+/��/;- �;-  f, *��� �� x �&��&� /�� �� . 


�/���� 6 

. �� �%�!&�'&�& *��   0     f(x) 1  x  (x) 
 f 2 ����  . 


�/���� 6 

�. �� �%�!&�'&�& *�� ! "   1  2 ln    dx 
1x

1   
1 

0 2� ��
�

. 


�/���� 8 
 

�	
� 4� 

��&��� μ�� /9�+#�;/; f �#�/μ>�; /�� IR μ& /9�&3B %#?�; 
%�#+�A��, ��� �;� �%��� �/36�9�  �� /3>/&�-: 

f(x) = )x2(f ��  "��  f �(x) � 0 ��� "+$& x  IR . 

�. �� �%�!&�'&�& *�� ; f &���� ��;/�A- μ��*���; . 

�/���� 8 

�. �� �%�!&�'&�& *�� ; &'�/A/; f(x) = 0 >3&� μ���!�"B 
#�M�. 


�/���� 8 
 

. @/�A ; /9�+#�;/;   
(x) 
f 

f(x)    g(x)  � . 

 �� �%�!&�'&�& *�� ; &F�%��μ>�; �;- �#�F�"B- 
%�#+/��/;- �;- g /�� /;μ&�� /�� �%��� �9�B �>μ�&� ��� 
+'��� x�x, /3;μ���M&� μ& �9�*� �A��� 45� . 


�/���� 9 

����� 3�� ���	
�� 



���� 4�� ���	
�� 
�� ���� 

 

 

 
$*��!	� (�� ��9� �;�����μ�/�9�) 

 

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& μ*�� �� %#�"���#"��"+ 
(;μ&#�μ;���, "��&6$9�/;, &'&��M*μ&�� μ+$;μ�). �� 
$>μ��� !&� $� �� �����#+8&�& /�� �&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���μ��&%?�9μ* /�- /�� %+�A μ>#�- �A� 
FA�������#+FA� �μ>/A- μ*<�- /�- %�#�!�$�6�.   

 
&� &%��#>%&��� �� �#+8&�& "�μ�+ +<<; /;μ&�A/;.

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& μ�M� μ& �� 
�&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�. 

3. �� �%���B/&�& /�� �&�#+!�* /�- /& *<� �� $>μ���. 

4. �+$& �%Y��;/; &%�/�;μ���"+ �&"μ;#�Aμ>�; &���� 
�%�!&"�B. 

5. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- μ&�+ �; !����μB �A� 
FA�������#+FA�. 

6. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: �&�+ �; 10.00; %#A��B. 
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���
��!'�  

�	�!'�� '�! �	#%$�$�!'�� '��	"�"%���
�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� 

 
�	
� 1o 

A. �� �%�!&�'&�& *��, �� μ�� /9�+#�;/; f &���� 
%�#��A��/�μ; /’ >�� /;μ&�� x0, �*�& &���� "�� /9�&3B- 
/�� /;μ&�� �9�*. 


�/���� 8 

 
�. �� /;μ���&� �&Aμ&�#�"+ �� �&?#;μ� �>/;- ��μB- ��9 


��F�#�"�6 ����/μ�6; 


�/���� 7 

 

�. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, 
�������� 
�� �������� 
� �� ���� ����� � ��	
� 
�	��� 
�� ���μμ� ��� ����
�����	 
� ���� �����
�. 

�. �� z >��- μ���!�"*- �#�$μ*- "�� 
_
z  � /9M9�B- ��9, 

�*�& �/36&� zzz ���  . 


�/���� 2 
 

�. @/�A μ�� /9�+#�;/; f  /9�&3B- /& >�� !�+/�;μ� 
 
"�� !6� F�#>- %�#��A��/�μ; /�� &/A�&#�"* ��9 
. 

 ��  f��(x)>0  ��� "+$& &/A�&#�"* /;μ&�� x  ��9 
, 
�*�& ; f &���� "9#�B /�� 
. 


�/���� 2 

����� 1�� ���	
�� 



���� 2�� ���	
�� 
�� ���� 

 

 

. ��� "+$& /9�+#�;/; f, %�#��A��/�μ; /& >�� 
!�+/�;μ� 
, �/36&�  

    ,  c  IR . c)x(fdx)x(�f ���

�/���� 2 

 

�. �� μ�� /9�+#�;/; f &���� "9#�B /& >�� !�+/�;μ� 

, �*�& ; &F�%��μ>�; �;- �#�F�"B- %�#+/��/;- 
�;- f /& "+$& /;μ&�� ��9 
 E#�/"&��� «%+�A» �%* 
�; �#�F�"B �;- %�#+/��/;. 


�/���� 2 
 

�.  @/�A μ�� /9�+#�;/; f �#�/μ>�; /& >�� !�+/�;μ� 
 
"�� x0 >�� &/A�&#�"* /;μ&�� ��9 
. �� ; f &���� 
%�#��A��/�μ; /�� x0 "��  f�(x0)=0, �*�& ; f 
%�#�9/�+M&� 9%�3#&A��"+ ��%�"* �"#*���� /�� x0. 


�/���� 2 
 

�	
� 2� 

�������  ��  μ���!�"��  �#�$μ��  z=�+Ei, *%�9 �,EIR   

"�� w=3z –
_
zi +4, *%�9 

_
z  &���� � /9M9�B- ��9 z. 

 

�. �� �%�!&�'&�& *��  Re(w)=3�–E+4 

      	m(w)=3E–�. 

�/���� 6 

 

�. �� �%�!&�'&�& *��, �� �� &�"*�&- ��9 w /�� μ���!�"* 
&%�%&!� "���6���� /�;� &9$&�� μ& &'�/A/;  y=x–12,  �*�& 
�� &�"*�&- ��9 z "���6���� /�;� &9$&�� μ& &'�/A/;  
y=x–2. 


�/���� 9 

����� 2�� ���	
�� 



���� 3�� ���	
�� 
�� ���� 

 

 

. �� E#&��& %���- �%* ��9- μ���!�"�6- �#�$μ�6- z, �� 
&�"*�&- �A� �%��A� "���6���� /�;� &9$&�� μ& &'�/A/; 
y=x–2,  >3&� �� &<+3�/�� μ>�#�. 


�/���� 10 

 

�	
� 3� 
@/�A ; /9�+#�;/;   f(x) = x5+x3+x . 
 

�. �� μ&<&�B/&�& �;� f A- %#�- �;� μ�������� "�� �� "��<� 
"�� �� �%�!&�'&�& *�� ; f >3&� ����/�#�F; /9�+#�;/;. 


�/���� 6 
 

�. �� �%�!&�'&�& *�� f(ex)Zf(1+x) ��� "+$& xIR. 


�/���� 6 
 

. �� �%�!&�'&�& *�� ; &F�%��μ>�; �;- �#�F�"B- 
%�#+/��/;- �;- f /�� /;μ&�� (0,0) &���� � +'���- 
/9μμ&�#��- �A� �#�F�"?� %�#�/�+/&A� �;- f "�� �;-  
f –1. 


�/���� 5 
 

�. �� 9%�<���/&�& �� &μE�!*� ��9 3A#��9 %�9 %&#�"<&�&��� 
�%* �; �#�F�"B %�#+/��/; �;- f –1, ��� +'��� �A� x "�� 
�;� &9$&�� μ& &'�/A/;  x=3. 


�/���� 8 
 

�	
� 4� 
@/�A μ�� /9�+#�;/; f /9�&3B- /’ >�� !�+/�;μ�  [�,E]  %�9 
>3&� /9�&3B !&6�&#; %�#+�A�� /�� (�,E). �� �/36&�  
f(�) = f(E) = 0  "�� 9%+#3�9� �#�$μ��  �(�,E), !(�,E), 
>�/� ?/�&  f(�)·f(!)<0,  �� �%�!&�'&�& *��: 

����� 3�� ���	
�� 



���� 4�� ���	
�� 
�� ���� 

 

 

�.  %+#3&� μ�� ��9<+3�/��� #�M� �;- &'�/A/;-  f(x)=0  /�� 
!�+/�;μ�  (�,E). 


�/���� 8 
 

�. %+#3�9� /;μ&��  '1, '2  (�,E)  �>���� ?/�&  f��('1)<0 
"��  f��('2)>0. 


�/���� 9 
 

. %+#3&� >�� ��9<+3�/��� /;μ&�� "�μ%B- �;- �#�F�"B- 
%�#+/��/;- �;-  f. 


�/���� 8 
 

$*��!	� (�� ��9� �;�����μ�/�9�) 
 

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& μ*�� �� %#�"���#"��"+ 
(;μ&#�μ;���, "��&6$9�/;, &'&��M*μ&�� μ+$;μ�). �� 
$>μ���  !&�  $� �� �����#+8&�& /�� �&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���μ��&%?�9μ* /�- /�� %+�A μ>#�- �A� 
FA�������#+FA� �μ>/A- μ*<�- /�- %�#�!�$�6�.   

 
&� &%��#>%&��� �� �#+8&�& "�μ�+ +<<; /;μ&�A/;.
 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& μ�M� μ& �� 

�&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�. 
3. �� �%���B/&�& /�� �&�#+!�* /�- /& *<� �� $>μ���. 
4. �+$& �%Y��;/; &%�/�;μ���"+ �&"μ;#�Aμ>�; &���� 

�%�!&"�B. 
5. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- μ&�+ �; !����μB �A� 

FA�������#+FA�. 
6. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: �&�+ �;� 10.30� %#A��B. 

 
K��� 	�!�"#!�  

 
�	�$� 
�%"
��$� 

 

����� 4�� ���	
�� 



���� 1�� ���	
��
�� ����

����� 1�� ���	
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	&��!$" 	%!�!$" �"'	!$"

*	"�	&� 5 !$"�!$" 2004
	�	��)$
	%$ 
���
�: 
���
��!'�

�	�!'�� '�! �	#%$�$�!'�� '��	"�"%���
�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� (4)

�	
� 1o

A. @/�A μ�� /9�+#�;/; f �#�/μ>�; /& >�� !�+/�;μ� 
. ��

# ; f &���� /9�&3B- /�� 
 "��

# f�(x) = 0 ��� "+$& &/A�&#�"* /;μ&�� x ��9 
,

�*�& �� �%�!&�'&�& *�� ; f &���� /��$&#B /& *<� ��
!�+/�;μ� 
.


�/���� 9

�. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������,
�������� 
�� �������� 
� �� ���� ����� � ��	
�
�	��� 
�� ���μμ� ��� ����
�����	 
� ���� �����
�.
�. ��  μ�� /9�+#�;/; f &���� /9�&3B- /’ >�� /;μ&�� x0

��9 %&!��9 �#�/μ�6 �;-, �*�& &���� "��
%�#��A��/�μ; /�� /;μ&�� �9�*.


�/���� 2

�. �� μ>�#� �;- !��F�#+- !6� μ���!�"?� &���� �/� μ&
�;� �%*/��/; �A� &�"*�A� ��9-.


�/���� 2

. �� f, g &���� !6� /9��#�B/&�- μ& %&!�� �#�/μ�6 IR
"�� �#�M����� �� /9�$>/&�- fog "�� gof, �*�&  �9�>-
�� /9�$>/&�- &���� 9%�3#&A��"+ �/&-.


�/���� 2



���� 2�� ���	
��
�� ����

����� 2�� ���	
��

�. �� �#�F�">- %�#�/�+/&�- C "�� C� �A�
/9��#�B/&A� f "�� f–1 &���� /9μμ&�#�">- A- %#�-
�;� &9$&�� y = x %�9 !�3���μ&� ��- �A��&- xOy "��
x�Oy�.


�/���� 2

�. �� 9%+#3&� �� *#�� �;- f /�� x0, �*�&

      f(x) lim  )x(flim  k
0x  x

k
 0x  x ��

� , &F*/�� f(x)   0  "���+ /��

x0, μ& k   	�  "��  k   2.


�/���� 2

�. �� �#�/&�& %*�& <^μ& _�� μ�� /9�+#�;/; f &���� /9�&3B-
/& >�� ����"�* !�+/�;μ� (�, E) "�� %*�& /& >�� "<&�/�*
!�+/�;μ� [�, E].


�/���� 6

�	
� 2�
�&A#�6μ& �; /9�+#�;/; f: IR � IR μ& f(x) = 2x + mx – 4x – 5x,
*%�9 m  IR , m > 0.

�. �� E#&��& ��� m ?/�& f(x)   0  ��� "+$& x  IR .


�/���� 13

�. �� m = 10, �� 9%�<���/$&� �� &μE�!*� ��9 3A#��9 %�9
%&#�"<&�&��� �%* �; �#�F�"` %�#Y/��/; �;- f, ���
+'��� x�x "�� ��- &9$&�&- x = 0 "�� x = 1.


�/���� 12

�	
� 3�

��&��� μ��  /9�+#�;/; f: [�, E] � IR /9�&3B- /�� !�+/�;μ�
[�, E] μ& f(x) � 0 ��� "+$& x  [�, E] "�� μ���!�"*- �#�$μ*- z
μ& Re(z) � 0, 	m(z) � 0 "�� �Re(z) �>�Im(z)� .



���� 3�� ���	
��
�� ����

����� 3�� ���	
��

��   
z
1

  z � = f(�) "��   
z

1
 z 

2
2 � = f2(E),  �� �%�!&�'&�& *��:

�. �z�= 1


�/���� 11

�. f2(E) < f2(�)


�/���� 5

. ; &'�/A/; x3f(�) + f(E) = 0  >3&� ��9<+3�/��� μ�� #�M�
/�� !�+/�;μ� (–1, 1).


�/���� 9

�	
� 4�
@/�A /9�+#�;/; f /9�&3B- /�� [0, +�) � IR �>����, ?/�&

��� 2
1

0 

2

 dt 2xf(2xt)   
2
x

   f(x) .

�. �� �%�!&�'&�& *�� ; f &���� %�#��A��/�μ; /�� (0, +�).


�/���� 7

�.  �� �%�!&�'&�& *��  f(x) = ex – (x + 1).

�/���� 7

. �� �%�!&�'&�& *�� ; f(x) >3&� μ���!�"B #�M� /�� [0, +�).


�/���� 5

�. �� E#&��& �� *#��    f(x)lim 
   x ���

"��    f(x)lim 
 –  x ��

.


�/���� 6



���� 4�� ���	
��
�� ����

����� 4�� ���	
��

$*��!	� (�� ��9� �;�����μ=/�9�)

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& μ*�� �� %#�"���#"��"+
(;μ&#�μ;���, "��&a$9�/;, &'&��M*μ&�� μ+$;μ�). �� μ;�
�����#+8&�& �� $>μ��� /�� �&�#+!��.

2. �� �#+8&�& �� ���μ��&%?�9μ* /�- /�� %+�A μ>#�- �A�
FA�������#+FA�, �μ>/A- μ*<�- /�- %�#�!�$�6�. ��μ�+
+<<; /;μ&�A/; !&� &%��#>%&��� �� �#+8&�&.

���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& μ�M� μ& ��
�&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�, �� �%��� "�� $�
"���/�#�F�6� μ&�+ �� %>#�- �;- &'>��/;-.

3. �� �%���B/&�& /�� �&�#+!�* /�- /& *<� �� $>μ���.

4. �+$& <6/; &%�/�;μ���"+ �&"μ;#�Aμ>�; &���� �%�!&"�B.

5. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- μ&�+ �; !����μB �A�
FA�������#+FA�.

6. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: 10:00.
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�	�!'�� '�! �	#%$�$�!'�� '��	"�"%���
�"%$�$ �	�!*+%: TE��	&!� (4)

�	
� 1o

A. b/�A μ�� /9�Y#�;/; f �#�/μ^�; /' ^�� !�Y/�;μ� 
 "��
x0 >�� &/A�&#�"* /;μ&�� ��9 
. �� ; f %�#�9/�+M&�
��%�"* �"#*���� /�� x0 "�� &���� %�#��A��/�μ; /��
/;μ&�� �9�*, �� �%�!&�'&�& *�� f�(x0)=0


�/���� 10

�. �*�& μ�� /9�+#�;/; f <^μ& _�� &���� %�#��A��/�μ; /&
>�� /;μ&�� x0 ��9 %&!��9 �#�/μ�6 �;-$


�/���� 5

�. �� 3�#�"�;#�/&�& ��- %#��+/&�- %�9 �"�<�9$�6�
�#+F����- /�� �&�#+!�* /�- �; <>'; �>��� B ��?��
!�%<� /�� �#+μμ� %�9 ����/���3&� /& "+$& %#*��/;.

�. � !���9/μ���"B �"���� ��9 �$#��/μ���- !a�
μ���!�"?� �#�$μ?� &���� �� +$#��/μ� �A�
!���9/μ���"?� �"���A� ��9-.


�/@��� 2

�. �   �
�

f(x)lim
0xx

 , �� "�� μ*�� �� �     ��
�� ��

f(x)limf(x)lim
00

xxxx
 


�/���� 2

. �� �� /9��#�B/&�- f, g  &���� %�#��A��/�μ&- /�� x0,
�*�& ; /9�+#�;/; f�g &���� %�#��A��/�μ; /�� x0

"�� �/36&�: 

(f�g)�(x0) = f�(x0) g�(x0)


�/���� 2



���� 2�� ���	
��
�� ����

����� 2�� ���	
��

�. @/�A μ�� /9�+#�;/; f, ; �%��� &���� /9�&3B- /& >��
!�+/�;μ� 
. �� f�(x)�0 /& "+$& &/A�&#�"* /;μ&�� x
��9 
, �*�& ; f &���� ��;/�A- F$���9/� /& *<� �� 
.


�/���� 2

�. @/�A f μ�� /9�&3B- /9�+#�;/; /’ >�� !�+/�;μ�
[�,E]. �� G &���� μ�� %�#+��9/� �;- f /�� [�,E],
�*�&

� ��
E 

� 
)�(G)E(Gdt)t(f


�/���� 2

�	
� 2�


��&��� ; /9�+#�;/; f μ& �6%�  f(x)=x2 lnx .

�. �� E#&��& �� %&!�� �#�/μ�6 �;- /9�+#�;/;- f, ��
μ&<&�B/&�& �;� μ�������� �;-  "�� �� E#&��& ��
�"#*����.


�/���� 10

�. �� μ&<&�B/&�& �;� f A- %#�- �;� "9#�*�;�� "�� ��
E#&��& �� /;μ&�� "�μ%B-.


�/���� 8

. �� E#&��& �� /6��<� ��μ?� �;- f.

�/���� 7

�	
� 3�

��&��� ; /9�+#�;/; g(x)=exf(x), *%�9 f /9�+#�;/;

%�#��A��/�μ; /�� IR   "�� f(0)=f(
2
3 )=0 .

�. �� �%�!&�'&�& *�� 9%+#3&� >�� ��9<+3�/��  '(0,
2
3 )

�>���� ?/�& f�(')=�f(').


�/���� 8



���� 3�� ���	
��
�� ����

����� 3�� ���	
��

�. �+� f(x)=2x2�3x, �� 9%�<���/&�& �� �<�"<B#Aμ�

I(�)= dx)x(g
0 

� � ,    �IR


�/���� 8

. �� E#&��& �� *#��    )�(I lim 
-� ��


�/���� 9

�	
� 4�
@/�A ; /9�&3B- /9�+#�;/; f: IR � IR �>���� ?/�& f(1)=1. ��
��� "+$& x IR , �/36&� 

g(x)= )1x(
z
1

z3dt)t(fz
3x 

1 
����   0, 

*%�9 z=�+EiC, μ& �, E IR *,  �*�&:

�. �� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/; g &���� %�#��A��/�μ;
/�� IR "�� �� E#&��& �; g�.


�/���� 5

�. N� �%�!&�'&�& *�� 
z
1

zz ��


�/���� 8

. �& !&!�μ>�; �; /3>/; ��9 &#A�Bμ���- � �� �%�!&�'&�&

*��  Re(z2) =
2
1

�


�/���� 6

�. A� &%�%<>�� f(2)=�>0, f(3)=E  "�� �>E, �� �%�!&�'&�& *��
9%+#3&� x0  (2,3) �>���� ?/�& f(x0)=0. 


�/���� 6
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����� 4�� ���	
��

$*��!	� (�� ��9� �;�����μB/�9�)

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& μ*�� �� %#�"���#"��"+
(;μ&#�μ;���, "��&6$9�/;, &'&��M*μ&�� μ+$;μ�). �� μ;�
�����#+8&�& �� $>μ��� /�� �&�#+!��. �� /3Bμ��� %�9
$� 3#;/�μ�%��B/&�& /�� �&�#+!�� μ%�#�6� �� ����9�
"�� μ& μ�<6E�.

2. �� �#+8&�& �� ���μ��&%?�9μ* /�- /�� %+�A μ>#�- �A�
FA�������#+FA�, �μ>/A- μ*<�- /�- %�#�!�$�6�.
��μ�+ +<<; /;μ&�A/; !&� &%��#>%&��� �� �#+8&�&.

���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& μ�M� μ& ��
�&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�, �� �%��� "�� $�
"���/�#�F�6� μ&�+ �� %>#�- �;- &'>��/;-.

3. �� �%���B/&�& /�� �&�#+!�* /�- /& *<� �� $>μ���.

4. �+$& <6/; &%�/�;μ���"+ �&"μ;#�Aμ>�; &���� �%�!&"�B.

5. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- μ&�+ �; !����μB �A�
FA�������#+FA�.

6. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: μ&�+ �; 10:30� %#A��B.
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	��%�����!'	� ��$�"��&!	� 	�	���	!�  
�� �����  

�
	&��!$" 	%!�!$" �"'	!$" 
�	��&�� 6 !$"�!$" 2005 

	�	��)$
	%$ 
���
�: 
���
��!'�  
�	�!'�� '�! �	#%$�$�!'�� '��	"�"%���

�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� (4) 
 

�	
� 1o

A.1 b/�A ; /9�Y#�;/; f j& x)x(f � . �� �%�!&�'&�& *�� ; 
f &���� %�#��A��/�j; /�� (0,+�) "�� �/36&�: 

x2
1

)x(f� � . 


�/���� 9 
 

�.2 �*�& j�� /9�+#�;/; f:A � IR      <>�&��� “1-1”; 

�/���� 4 

B. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, 
�������� 
�� �������� 
� �� ���� ����� � ��	
� 
�	��� 
�� ������ ��� ����
�����	 
� ���� �����
�.  
�. �� &/A�&#�"+ /;j&�� ��9 !��/�Bj���- 
, /�� 

�%��� ; f !&� %�#��A��M&��� B ; %�#+�A�*- �;- 
&���� �/; j& �� 0, <>������ "#�/�j� /;j&�� �;- f /�� 
!�+/�;j� 
. 


�/@��� 2 

�. @/�A j�� /9�+#�;/; f %�#��A��/�j; /’ >�� 
!�+/�;j� (�,E) j& &'��#&/; �/A- >�� /;j&�� ��9 xo. 
�� ; f &���� "9#�B /�� (�,xo) "�� "��<; /�� (xo,E) B 
����/�#*FA-, �*�& �� /;j&�� � ! " )x(f,x oo  &���� 
9%�3#&A��"+ /;j&�� "�j%B- �;- �#�F�"B- 
%�#+/��/;- �;- f. 


�/���� 2 
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����� 2�� ���	
��

. �� j>�#� �;- !��F�#+- !6� j���!�"?� �#�$j?� 
&���� �/� j& �;� �%*/��/; �A� &�"*�A� ��9-. 


�/���� 2 
 

�. �� ��� !6� /9��#�B/&�- f,g �#�M����� �� fog "�� gof, 
�*�& &���� 9%�3#&A��"+ fog � gof. 


�/���� 2 
 

�. �� &�"*�&- !6� /9M9�?� j���!�"?� �#�$j?�  
&���� /;j&�� /9jj&�#�"+ A- %#�- ��� +'��� x�x. 

�z,z


�/���� 2 
 

��. �� ; /9�+#�;/; f >3&� %�#+��9/� /& >�� !�+/�;j� 

 "�� <  IR *, �*�& �/36&�: 

� �%�% dx)x(fdx)x(f . 


�/���� 2 

 

�	
� 2�

�. �� z1, z2 &���� j���!�"�� �#�$j�� ��� ��9- �%���9- �/36&� 

z1+z2=4+4i "�� ,  i55zz2 21 ��� �

�� E#&��& ��9- z1, z2. 

�/���� 10 

 

�. A� ��� ��9- j���!�"�6- �#�$j�6- z,w �/36�9�  
�z – 1 – 3i� 2�  "�� �w – 3 – i� 2� :  
i. �� !&�'&�& *�� 9%+#3�9� j���!�"�� j���!�"�� �#�$j�� 

z, w >�/�, ?/�& z=w "��  

�/���� 10 

ii. �� E#&��& �; j>��/�; ��jB ��9 �z – w�. 

�/���� 5 
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�	
� 3�


��&��� ; /9�+#�;/; f, ; �%��� &���� %�#��A��/�j; /�� IR  
j& f�(x)�0 ��� "+$& x  IR . 
�. �� !&�'&�& *�� ; f &���� “1-1”. 
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�. �� ; �#�F�"B %�#+/��/; Cf �;- f !�>#3&��� �%* �� 
/;j&�� �(1,2005) "�� �(-2,1),  

�� <6/&�& �;� &'�/A/; ! " 2)8x(f2004f 21 ������ . 


�/���� 9 
 

. �� !&�'&�& *�� 9%+#3&� ��9<+3�/��� >�� /;j&�� � �;- Cf, 
/�� �%��� ; &F�%��j>�; �;- Cf &���� "+$&�; /�;� &9$&�� 

(&): 2005x
668
1

y ��� . 


�/���� 9 
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� 4�


��&��� ; /9�&3B- /9�+#�;/; f: IR � IR , ��� �;� �%��� �/36&� 

2005
x

x)x(f
lim

20x
�

�
�

.  

 

�. �� !&�'&�& *��:  

i. f(0)=0 


�/���� 4 
ii. f�(0)=1. 
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�. �� E#&��& �� <  IR  >�/�, ?/�&: 
! "
! " .3

)x(fx2
)x(fx

lim 22

22

0x
�

�
%�

�
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. �� &%�%<>�� ; f &���� %�#��A��/�j; j& /9�&3B 
%�#+�A�� /�� IR  "�� f�(x)>f(x) ��� "+$& x  IR ,  

�� !&�'&�& *��:  

i. xf(x)>0 ��� "+$& x�0. 

�/���� 6 

ii. . � �
1

0

)1(fdx)x(f


�/���� 4 
 

 
$*��!	� (�� ��9� �;�����DB/�9�) 

 
1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ 

(;j&#�j;���, "��&6$9�/;, &'&��M*j&�� j+$;j�). %� 
D�/ �/����F���  �� $>j��� /�� �&�#+!��.  

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� &%+�A j>#�- 
�A� FA�������#+FA�, �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. 
'�D�� ���� ��D�G>�� ��/ �H���BH���� /� ��F���.

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& j�M� j& �� 
�&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�, �� �%��� "�� $� 
"���/�#�F�6� j&�+ �� %>#�- �;- &'>��/;-. 

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� �� ��� �� $>j���. 
4. �+$& <6/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� �%�!&"�B. 
5. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA�������#+FA�. 
6. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: j&�+ �; 10.30� %#A��B. 
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��$�"��&!	� 	�	���	!� �� �����  
�
	&��!$" 	%!�!$" �"'	!$" 

�&!�� 31 
�($" 2005 
	�	��)$
	%$ 
���
�: 
���
��!'�  

�	�!'�� '�! �	#%$�$�!'�� '��	"�"%���
�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� (4) 

 
�	
� 1o

A.1 b/�A j�� /9�Y#�;/; f, ; �%��� &���� �#�/j^�; /& >�� 
"<&�/�* !�Y/�;j� [�, E]. ��  

# ; f &���� /9�&3B- /�� [�, E] "��  

# f(�) � f(E)  

!&�'�& *�� ��� "+$& �#�$j* �  j&��'6 �A� f(�) "�� f(E) 
9%+#3&� >��-, ��9<+3�/��� x0  (�, E) �>����-, ?/�& 

f(x0) = � . 


�/���� 9 

�.2 �*�& ; &9$&�� y = <x + E  <>�&��� �/6j%�A�; �;- 
�#�F�"B- %�#+/��/;- j��- /9�+#�;/;- f /�� +�; 


�/���� 4 

B. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, 
�������� 
�� �������� 
� �� ���� ����� � ��	
� 
�	��� 
�� ������ ��� ����
�����	 
� ���� �����
�.  
�. �� ; f &���� /9�&3B- /�� [�, E] j& f(�) < 0 "�� 

9%+#3&� '  (�, E) ?/�& f(') = 0, �*�& "��’ ��+�"; 
f(E) > 0. 


�/@��� 2 

�. �� 9%+#3&� �� ! "g(x)f(x)lim
0

xx
�

�
, �*�&  "��’ ��+�"; 

9%+#3�9� �� f(x)lim
 x x 0�

 "��  g(x)lim
 x  x 0�

. 


�/���� 2 

 



���� 2�� ���	
�� 
�� ���� 

 

 
����� 2�� ���	
��

. �� ; f >3&� ����/�#�F; /9�+#�;/; f–1 "�� ; 
�#�F�"B %�#+/��/; �;- f >3&� "���* /;j&�� � j& 
�;� &9$&�� y = x, �*�& �� /;j&�� � ��B"&� "�� /�; 
�#�F�"B %�#+/��/; �;- f–1

 . 


�/���� 2 

�. �� "�� f(x) > 0 "���+ /�� x0  f(x)lim
0x  x

�
�

0, �*�& 

���
�

   
f(x)
1

 lim
  x  x 0

 .  


�/���� 2 

�. �� ; f &���� j�� /9�&3B- /9�+#�;/; /& >�� 
!�+/�;j� 
 "�� � &���� >�� /;j&�� ��9 
, �*�& 

�/36&� ! "  ) f(�-  f(x) dt)t(f
x 
� 

��� ��� "+$& x  
. 


�/���� 2 

��. �� j�� /9�+#�;/; f &���� /9�&3B- /& >�� !�+/�;j� 

 "�� !& j;!&��M&��� /’ �9�*, �*�& �9�B B &���� 
$&��"B ��� "+$& x  
 B &���� �#�;��"B ���  "+$&  
x  
, !;<�!B !���;#&� %#*/;j� /�� !�+/�;j� 
. 


�/���� 2 

�	
� 2�


������� �� j���!�"�� �#�$j�� z1, z2, z3  j& �z1�=�z2�=�z3�= 3. 

�.  
&�'�& *��:    
z
9

  z   
1

1 � .  


�/���� 7 

�. 
&�'�& *�� � �#�$j*-   
z
z

  
z
z

    
1

2

2

1 �  &���� %#��j���"*- . 


�/���� 9 

. 
&�'�& *��: �z1 + z2 + z3�=  
3
1

  �z1 ·  z2 + z2 · z3 + z3 · z1�. 


�/���� 9 
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����� 3�� ���	
��

�	
� 3�


��&��� ; /9�+#�;/; f j& �6%� f(x) = e<x,     < > 0. 
�. 
&�'�& *�� ; f &���� ��;/�A- �6'�9/� .  


�/���� 3 

�. 
&�'�& *�� ; &'�/A/; �;- &F�%��j>�;- �;- �#�F�"B- 
%�#+/��/;- �;- f, ; �%��� !�>#3&��� �%* �;� �#3B �A� 
�'*�A�, &���� ;  y = <ex.  

�#&��& ��- /9��&���j>�&- ��9 /;j&��9 &%�FB- �.  


�/���� 7 

. 
&�'�& *�� �� &jE�!*� �(<) ��9 3A#��9, �� �%��� 
%&#�"<&�&��� j&��'6 �;- �#�F�"B- %�#+/��/;- �;- f, �;- 
&F�%��j>�;- �;- /�� /;j&�� � "�� ��9 +'��� y�y, &���� 

�(<) =   
2<

2 - e
  . 


�/���� 8 

�. %�<���/�& ��    
;j<  2

 �(<) <
  lim

2

  < �
�

���
. 


�/���� 7 
 

�	
� 4�

@/�A j�� /9�+#�;/; f %�#��A��/�j; /�� IR �>����, ?/�& �� 

�/36&� ; /3>/;  2 f�(x) = ex – f(x)  ��� "+$& x  IR "��  f(0) = 0.  

�. �� !&�3$&� *��:   
2
 e 1

 ln   f(x)
x

�
�
�

�
�
�
�

� �
� . 


�/���� 6 

�. N� E#&$&� ��:    
;jx

 dt t) -  f(x
 lim  

 x 
0 

 0  x

�
�

. 


�/���� 6 

 



���� 4�� ���	
�� 
�� ���� 

 

 
����� 4�� ���	
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. 
�!����� �� /9��#�B/&�-: 

 h(x) =   dt)t(f  t   
x 
x – 

2005� �  "�� g(x) =    
2007
x

  
2007

.  


&�'�& *�� h(x) = g(x) ��� "+$& x  IR . 


�/���� 7 
 

�. 
&�'�& *�� ; &'�/A/;   
2008

1
  dt)t(f  t   

x 
x – 

2005 ���  >3&� �"#�E?- 

j�� <6/; /�� (0 , 1). 


�/���� 6 
 

 
 

$*��!	� (�� ��9� �;�����DB/�9�) 
 

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ 
(;j&#�j;���, "��&6$9�/;, &'&��M*j&�� j+$;j�). %� 
D�/ �/����F���  �� $>j��� /�� �&�#+!��.  

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� %+�A j>#�- �A� 
FA�������#+FA�, �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. 
'�D�� ���� ��D�G>�� ��/ �H���BH���� /� ��F���.

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& j�M� j& �� 
�&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�, �� �%��� "�� $� 
"���/�#�F�6� j&�+ �� %>#�- �;- &'>��/;-. 

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� �� ��� �� $>j���. 
4. �+$& <6/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� �%�!&"�B. 
5. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA�������#+FA�. 
6. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: j&�+ �; 10:30� %#A��B. 
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	��%�����!'	� ��$�"��&!	� 	�	���	!�  

�
	&��!$" 	%!�!$" �"'	!$" 
�	��&�� 5 !$"�!$" 2006 

	�	��)$
	%$ 
���
�: 
���
��!'�  
�	�!'�� '�! �	#%$�$�!'�� '��	"�"%���

�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� (4) 
 

�	
� 1o 

A.1 �� �%�!&�'&�& *��: (/9�x)�=–;jx, xIR        . 


�/���� 10 
 

�.2 @/�A f j�� /9�+#�;/; �#�/j>�; /& >�� !�+/�;j� 
. �� 
���j+M�9j& �#3�"B /9�+#�;/; B %�#+��9/� �;- f /�� 
;  


�/���� 5 

B. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, 
�������� 
�� �������� 
� �� ���� ����� � ��	
� 
�	��� 
�� ������ ��� ����
�����	 
� ���� �����
�. 
�. �� z1, z2 &���� j���!�"�� �#�$j��, �*�& �/36&�:  

2121 z z z–  z �� . 

�/@��� 2 

�. �� �� /9��#�B/&�- f, g &���� %�#��A��/�j&- /�� xo 

"�� g(xo)�0, �*�& ; /9�+#�;/; 
g
f

 &���� %�#��A��/�j; /�� 

xo "�� �/36&�: 

& ' 2)g(x

)g(x )(x f�–)(x g� )f(x
  )(x 

�
 

g
f

o

oooo
o ��

�

�
�
�

�  .


�/���� 2 

. ��� "+$& x�0 �/36&� & '
x
1

 � xn �� . 


�/���� 2 
 

 
����� 1�� ���	
�� 



���� 2�� ���	
�� 

 

 

�. ��� /9�+#�;/; f:� � IR       &���� 1–1, �� "�� j*�� �� 
��� "+$& /���3&�� y ��9 /9�*<�9 ��j?� �;- ; 
&'�/A/; f(x)=y >3&� �"#�E?- j�� <6/; A- %#�- x . 


�/���� 2 

�. @/�A f j�� /9�&3B- /9�+#�;/; /& >�� !�+/�;j� 
[�,E]. �� G &���� j�� %�#+��9/� �;- f /�� [�,E], 
�*�& . G(�)–  G(�) f(t)dt  �

�� �


�/���� 2 
 

 

�	
� 2� 


��&��� ; /9�+#�;/;  1x

x

e1
e  1  f(x) ��

�
�   ,    xIR       . 

�. �� j&<&�B/&�& �; /9�+#�;/; f A- %#�- �; j�������� �;- 
/�� IR     . 


�/���� 9 
 

�. �� 9%�<���/&�& �� �<�"<B#Aj� dx
f(x)
1

�  . 


�/���� 9 
. ��� "+$& x<0 �� �%�!&�'&�& *��:  

f(5x)+f(7x)<f(6x)+f(8x) . 

�/���� 7 

 
�	
� 3� 
@/�A �� j���!�"�� �#�$j�� z, %�9 �"���%���6� �;� �/*�;�� 
(4–z)10 = z10 "�� ; /9�+#�;/; f j& �6%� f(x) = x2+x+�, �IR       . 

�. �� �%�!&�'&�& *�� �� &�"*�&- �A� j���!�"?� z ��B"�9� 
/�;� &9$&�� x=2. 


�/���� 7 
 

 
����� 2�� ���	
�� 



���� 3�� ���	
�� 

�. �� ; &F�%��j>�; (&) �;- �#�F�"B- %�#+/��/;- �;- 
/9�+#�;/;- f /�� /;j&�� ��jB- �;- j& �;� &9$&�� x=2 
�>j�&� ��� +'��� y�y /�� yo=–3, �*�&  

i. �� E#&��& �� � "�� �;� &'�/A/; �;- &F�%��j>�;- (&). 


�/���� 9 

ii. �� 9%�<���/&�& �� &jE�!*� ��9 3A#��9 %�9 
%&#�"<&�&��� j&��'6 �;- �#�F�"B- %�#+/��/;- �;- 
/9�+#�;/;- f, �;- &F�%��j>�;- (&), ��9 +'��� x�x "�� 

�;- &9$&��-  
5
3x �  . 


�/���� 9 
 

 

�	
� 4� 


��&��� ; /9�+#�;/; f(x) =  nx1)(x–1)n(xx �� ��  j& x>0. 

�. i.   �� �%�!&�'&�& *��: 0x    ,    
x
1

  nx– 1)n(x ��� ��  . 

ii. �� �%�!&�'&�& *�� ; f &���� ��;/�A- F$���9/� /�� 
!�+/�;j� (0,+�). 


�/���� 12 
 

� . �� 9%�<���/&�& �� )
x
1n(1 xlim �

���
�

x
.  


�/���� 5 
 

. �� �%�!&�'&�& *�� 9%+#3&� j���!�"*- �#�$j*- �(0,+�) 
�>����- ?/�& (�+1)� = ��+1. 
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$*��!	� (�� ��9� �;�����DB/�9�) 
 

1.  ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ 
(;j&#�j;���, "��&6$9�/;, &'&��M*j&�� j+$;j�). %� D�/ 
�/����F���  �� $>j��� /�� �&�#+!��. �� /3Bj��� %�9 $� 
3#;/�j�%��B/&�& /�� �&�#+!�� j%�#&��& �� �� /3&!�+/&�& "�� 
j& j�<6E�.  

2.  �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� %+�A j>#�- �A� 
FA�������#+FA�, �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. '�D�� ���� 
��D�G>�� ��/ �H���BH���� /� ��F���. 

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& j�M� j& �� �&�#+!�� 
"�� �� FA�������#�F�.  

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� �� ��� �� $>j���. 
4.  �+$& �%+��;/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� �%�!&"�B. 
5.  
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA�������#+FA�. 
6.  �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: j&�+ �; 10.30� %#A��B. 
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��$�"��&!	� 	�	���	!� �� �����  

�
	&��!$" 	%!�!$" �"'	!$" 
������$ 27 
�($" 2006 

	�	��)$
	%$ 
���
�: 
���
��!'�  
�	�!'�� '�! �	#%$�$�!'�� '��	"�"%���

�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� (4) 
 

�	
� 1o

A.1 b/�A j�� /9�Y#�;/; f, ; �%��� &���� /9�&3B- /& >�� 
!�+/�;j� 
.  

�� �%�!&�'&�& *��:  

#  �� f�(x)>0 /& "+$& &/A�&#�"* /;j&�� x ��9 
, �*�& ; 
f &���� ��;/�A- �6'�9/� /& *<� �� 
. 

#  �� f�(x)<0 /& "+$& &/A�&#�"* /;j&�� x ��9 
, �*�& ; 
f &���� ��;/�A- F$���9/� /& *<� �� 
. 


�/���� 10 

�.2 ��/�A j�� /9�+#�;/; f /9�&3B- /’ >�� !�+/�;j� 
 "�� 
%�#��A��/�j; /�� &/A�&#�"* ��9 
. �*�& <>j& *�� ; f 
/�#>F&� �� "��<� %#�- �� +�A B &���� "9#�B /�� 
; 


�/���� 5 

 

B. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, 
�������� 
�� �������� 
� �� ���� ����� � ��	
� 
�	��� 
�� ������ ��� ����
�����	 
� ���� �����
�.  

�. ��� "+$& j���!�"* �#�$j* z �/36&� 22 zz � . 

�/@��� 2 

�. �� 9%+#3&� ��  �*�&    ,0f(x)lim
0

xx
�

�
0)x(f �  "���+ 

/�� x0. 


�/���� 2 

 

 
����� 1�� ���	
�� 



���� 2�� ���	
�� 

 

. H &�"*�� f(
) &�*- !��/�Bj���- 
 j>/A j��- 
/9�&3�6- "�� j; /��$&#B- /9�+#�;/;- f &���� 
!�+/�;j�. 


�/���� 2 

�. 	/36&� � �6%�- , ��� "+$& x  IR   .   1 -xx 3  x)3( � ��

�/���� 2 

�. 	/36&� ; /3>/;  

�
E
� f (x)g�(x)dx=[f(x)g(x)] �(x)g(x)dx, *%�9 f�,g�  �E

� �
�
� f

&���� /9�&3&�- /9��#�B/&�- /�� [�,E].  


�/���� 2 
 
 
�	
� 2�

�&A#�6j& �; /9�+#�;/; f(x) =2+(x-2)2 j& xZ2. 
�. �� �%�!&�'&�& *�� ; f &���� 1-1. 


�/���� 6 

�. �� �%�!&�'&�& *�� 9%+#3&� ; ����/�#�F; /9�+#�;/; f -1 
�;- f "�� �� E#&��& ��� �6%� �;-.  


�/���� 8 

.    i.  �� E#&��& �� "���+ /;j&�� �A� �#�F�"?� 
%�#�/�+/&A� �A� /9��#�B/&A� f "�� f -1 j& �;� 
&9$&�� y=x. 


�/���� 4 

      ii.  �� 9%�<���/&�& �� &jE�!* ��9 3A#��9 %�9 
%&#�"<&�&��� �%* ��- �#�F�">- %�#�/�+/&�- �A� 
/9��#�B/&A� f "�� f -1.  


�/���� 7 
 

 
����� 2�� ���	
�� 



���� 3�� ���	
�� 

�	
� 3�


������� �� j���!�"�� �#�$j�� 1��  z,z,z 321321 zzz ���  

"��   .  z  z 0z 321 ���  
 

�. �� �%�!&�'&�& *��: 
 i. 321321 zzzzzz ����� .  


�/���� 9 

 ii. 4zz 2
21 ��   "��  Re . 1)zz( 21 � �


�/���� 8 
�. �� E#&��& �� �&Aj&�#�"* �*%� �A� &�"*�A� �A� z1,z2,z3  

/�� j���!�"* &%�%&!�, "�$?- "�� �� &�!�- ��9 
�#��?��9 %�9 �9�>- /3;j���M�9�. 


�/���� 8 
 
�	
� 4�


��&��� ; /9�+#�;/; f(x)=
1x
1x

�
�

�lnx. 

�. �� E#&��& �� %&!�� �#�/j�6 "�� �� /6��<� ��j?� �;- 
/9�+#�;/;- f. 


�/���� 8 

�. N� �%�!&�'&�& *�� ; &'�/A/; f(x)=0 >3&� �"#�E?- 2 #�M&- 
/�� %&!�� �#�/j�6 �;-. 


�/���� 5 
. �� ; &F�%��j>�; �;- �#�F�"B- %�#+/��/;- �;- 

/9�+#�;/;- g(x)=lnx /�� /;j&�� �(�,ln�) j& �>0 "�� ; 
&F�%��j>�; �;- �#�F�"B- %�#+/��/;- �;- /9�+#�;/;- 
h(x)=ex /�� /;j&�� �(E,eE) j& E  IR  ��9��M�����, �*�& �� 
!&�'&�& *�� � �#�$j*- � &���� #�M� �;- &'�/A/;- f(x)=0. 


�/���� 9 
�. �� �����<��B/&�& *�� �� �#�F�">- %�#�/�+/&�- �A� 

/9��#�B/&A� g "�� h >3�9� �"#�E?- !6� "���>- 
&F�%�*j&�&-.  


�/���� 3 
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$*��!	� (�� ��9� �;�����DB/�9�) 
 

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ 
(;j&#�j;���, "��&6$9�/;, &'&��M*j&�� j+$;j�). %� 
D�/ �/����F���  �� $>j��� /�� �&�#+!��. �� /3Bj��� 
%�9 $� 3#;/�j�%��B/&�& /�� �&�#+!�� j%�#&��& �� �� 
/3&!�+/&�& "�� j& j�<6E�. 

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� %+�A j>#�- �A� 
FA�������#+FA�, �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. 
'�D�� ���� ��D�G>�� ��/ �H���BH���� /� ��F���.

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& j�M� j& �� 
�&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�.  

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� �� ��� �� $>j���. 
4. �+$& �%+��;/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� 

�%�!&"�B. 
5. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA�������#+FA�. 
6. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: j&�+ �; 10.30� %#A��B. 
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	��%�����!'	� ��$�"��&!	� 	�	���	!�  

�
	&��!$" �	%!'$" �"'	!$" 
�&!�� 3 !$"�!$" 2007 

	�	��)$
	%$ 
���
�: 
���
��!'�  
�	�!'�� '�! �	#%$�$�!'�� '��	"�"%���

�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� (4) 
�	
� 1o 

A.1 �� �%�!&�'&�& *�� �� j�� /9�+#�;/; f &���� 
%�#��A��/�j; /’ >�� /;j&�� x0, �*�& &���� "�� /9�&3B- 
/�� /;j&�� �9�*. 


�/���� 10 
 

�.2 �� /;j���&� �&Aj&�#�"+ �� $&?#;j� Rolle ��9 

��F�#�"�6 ����/j�6; 


�/���� 5 

B. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, 
�������� 
�� �������� 
� �	��� 
�� ������ ��� 
����
�����	 
� ���� �����
�, �� ���� �����, �� � 
�����
� �	��� 
�
��, � ��	
�, �� � �����
� �	��� 
�����
����.  

�. � &�"*�� f(
) &�*- !��/�Bj���- 
 j>/A j��- 
/9�&3�6- /9�+#�;/;- f &���� !�+/�;j�. 


�/@��� 2 

�. �� f, g, g� &���� /9�&3&�- /9��#�B/&�- /�� !�+/�;j� 
[�,E], �*�&  

�
(

)
�dx)x(g�)x(f �
(

)
�dx)x(f �
(

)
� dx)x(g . 


�/���� 2 

. �� f &���� j�� /9�&3B- /9�+#�;/; /& >�� !�+/�;j� 

 "�� � &���� >�� /;j&�� ��9 
, �*�& 

���
�

�
��
�

�
�
)

�x
dt)t(f f(x)   ��� "+$& x
. 


�/���� 2 

 
����� 1�� ���	
�� 



���� 2�� ���	
�� 
 

 

�. �� j�� /9�+#�;/; f &���� ��;/�A- �6'�9/� "�� 
/9�&3B- /& >�� ����"�* !�+/�;j� (�,E), �*�& �� 
/6��<� ��j?� �;- /�� !�+/�;j� �9�* &���� �� 
!�+/�;j� (�,�) *%�9   �=  "�� �= . )x(flim

x �)�
)x(flim

x �(�


�/���� 2 

�. @/�A !6� /9��#�B/&�- f, g �#�/j>�&- /& >�� 
!�+/�;j� 
. �� �� f, g &���� /9�&3&�- /�� 
 "��  
f�(x) = g�(x) ��� "+$& &/A�&#�"* /;j&�� x ��9 
, 
�*�& �/36&� f(x) = g(x) ��� "+$& x
. 


�/���� 2 

 
�	
� 2�

 


��&��� ; /9�+#�;/;   

�
�
�

�
�
	




 (*+,�)�

�
-.

�

.0x ,xxx

   0   x                    ,
x

x3

)x(f
2

 

�. �� �%�!&�3$&� *�� 3)x(flim
0x

�
��

. 


�/���� 8 
 

�. �� /��
�
�

�
�
� /

2
f�  "�� ; /9�+#�;/; f &���� /9�&3B- /�� /;j&�� 

x0=0, �� �%�!&�3$&� *�� � = E = 3. 

�/���� 9 

. �� � = E = 3, �� 9%�<���/$&� �� �<�"<B#Aj� . �
/

0
dx)x(f  


�/���� 8 
 

 
����� 2�� ���	
�� 



���� 3�� ���	
�� 

 
�	
� 3� 

��&��� ; /9�+#�;/; 

f(x) = ex � e lnx,  x > 0. 
 

�. �� �%�!&�3$&� *�� ; /9�+#�;/; f(x) &���� ��;/�A- 
�6'�9/� /�� !�+/�;j� (1, +�). 


�/���� 10 

�. �� �%�!&�3$&� *�� �/36&� f(x) � e ��� "+$& x > 0. 


�/���� 7 

. �� �%�!&�3$&� *�� ; &'�/A/; 

dt)t(fdt)t(f dt)t(f
4
2

2x

3x

2x

1x

2

2

2

2 �� � ��
�

�

�

�
 

 >3&� �"#�E?- j�� #�M� /�� !�+/�;j� (0, +�). 


�/���� 8 

 

�	
� 4� 


������� �� j���!�"�� �#�$j�� z1 = �+Ei "�� 

1

1
2

z2

z2z
�

�

�

�� , *%�9 

�, EIR          j& E � 0. 
��&��� &%�/;- *��  z2 � z1 IR     . 
 

�. �� �%�!&�3$&� *�� z2 � z1 = 1. 


�/���� 9 
� . �� E#&$&� � �&Aj&�#�"*- �*%�- �A� &�"*�A� ��9 z1 /�� 

j���!�"* &%�%&!�. 

�/���� 6 

. �� � �#�$j*-  &���� F����/��"*- "�� �E>0, �� 

9%�<���/$&� � z

2
1z

1 "�� �� !&�3$&� *�� 

. 0 )i1z()i1z( 20
1

20
1 ������ �  


�/���� 10 

 
����� 3�� ���	
�� 



���� 4�� ���	
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$*��!	� (�� ��9� �;�����D�/�9�) 
1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ (;j&#�j;���, 

"��&6$9�/;, &'&��M*j&�� j+$;j�). %� D�/ �/����F��� �� 
$>j��� /�� �&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� %+�A j>#�- �A� 
FA�������#+FA�, �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. '�D�� ���� 
��D�G>�� ��/ �H���BH���� /� ��F���.

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& j�M� j& �� �&�#+!�� 
"�� �� FA�������#�F�.  

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� �� ��� �� $>j���. 
4. �� �#+8&�& ��- �%���B/&�- /�- j*�� j& j%<& B j*�� j& j�6#� 

/�9<*. �%�#&��& �� 3#;/�j�%��B/&�& j�<6E� j*�� ��� /3>!��, 
!���#+jj��� "�� %���"&-. 

5. �+$& �%+��;/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� �%�!&"�B. 
6. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA�������#+FA�. 
7. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: j&�+ �; 10.00� %#A��B. 
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��$�"��&!	� 	�	���	!� �� �����  
�
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�	
��� 24 
�($" 2007 
	�	��)$
	%$ 
���
�: 
���
��!'�  

�	�!'�� '�! �	#%$�$�!'�� '��	"�"%���
�"%$�$ �	�!*+%: �	%�	 (5) 

 
 

�	
� 1o

A.1 �� z1 , z2 &���� j���!�"�� �#�$j��, �� �%�!&�3$&� *��:  

2121 z  zz  z ��� . 


�/���� 8 

�.2 �*�& !6� /9��#�B/&�- f, g <>������ �/&-;  


�/���� 4 

�.3 �*�& ; &9$&�� y =   <>�&��� �#�M*���� �/6j%�A�; �;- 
�#�F�"B- %�#+/��/;- �;- f /�� +�; 

� 


�/���� 3 
 

B. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, 
�������� 
�� �������� 
� �	��� 
�� ������ ��� 
����
�����	 
� ���� �����
�, �� ���� �����, �� � 
�����
� �	��� 
�
��, � ��	
�, �� � �����
� �	��� 
�����
����.  

�. �� f /9�+#�;/; /9�&3B- /�� !�+/�;j� [�,E] "�� ��� 

"+$& x[  �, E] �/36&� f(x)   0 �*�& . � �� 
�  0 dx  f(x)  


�/@��� 2 

�. @/�A f j�� /9�+#�;/; /9�&3B- /& >�� !�+/�;j� 
 
"�� %�#��A��/�j; /& "+$& &/A�&#�"* /;j&�� x ��9 

. �� ; /9�+#�;/; f  &���� ��;/�A- �6'�9/� /�� 
 
�*�& f�(x) > 0 /& "+$& &/A�&#�"* /;j&�� x ��9 
.  


�/���� 2 
 

����� 1�� ���	
�� 



���� 2�� ���	
�� 

 

. �� ; /9�+#�;/; f &���� /9�&3B- /�� x0 "�� ; 
/9�+#�;/; g &���� /9�&3B- /�� x0 , �*�& ; /6�$&/B 
��9- gof &���� /9�&3B- /�� x0. 


�/���� 2 

�. �� f &���� j�� /9�&3B- /9�+#�;/; /& >�� !�+/�;j� 
 
"�� � &���� >�� /;j&�� ��9 
, �*�&  

! " ! "  (x) g  g(x)f  dt f(t)  g(x) 
� �����  

 j& �;� %#�q%*$&/; *�� �� 3#;/�j�%���6j&�� 
/6jE�<� >3�9� �*;j�. 


�/���� 2 

�. �� � > 1 �*�& .  0  � lim x
–  x 

�
��


�/���� 2 
 
�	
� 2�


��&��� � j���!�"*- �#�$j*- 

 
2i�
�i  2  z  

�
�

�      j& �IR   .   

�. �� �%�!&�3$&� *�� ; &�"*�� ��9 j���!�"�6 z ��B"&� /��� 
"6"<� j& ">��#� �(0,0) "�� �"���� # =1. 


�/���� 9 

�. @/�A z1, z2 �� j���!�"�� %�9 %#�"6%��9� �%* ��� �6%�  

 
2i�
�i  2  z  

�
�

�  

���  � = 0 "�� � = 2 ����/���3�. 

i.  �� E#&$&� ; �%*/��/; �A� &�"*�A� �A� j���!�"?� 
�#�$j?� z1 "�� z2. 


�/���� 8 

 
����� 2�� ���	
�� 



���� 3�� ���	
�� 

 

ii.  �� �%�!&�3$&� *�� �/36&�:  

 )z(–   )(z  �
2

2�
1 �  

 

  ��� "+$& F9/�"* �#�$j*  �. 


�/���� 8 

 

�	
� 3�


��&��� ; /9�+#�;/;: 

f(x) = x3 – 3x – 2;j2$ 

*%�9 $IR      j�� /��$&#+ j& $ � "% +  
2
� , "Z  . 

�. �� �%�!&�3$&� *�� ; f %�#�9/�+M&� >�� ��%�"* j>��/��, 
>�� ��%�"* &<+3�/�� "�� >�� /;j&�� "�j%B-. 


�/���� 7 

�. �� �%�!&�3$&� *�� ; &'�/A/; f(x) = 0 >3&� �"#�E?- �#&�- 
%#��j���">- #�M&-. 


�/���� 8 

. �� x1, x2 &���� �� $>/&�- �A� ��%�"?� �"#��+�A� "�� x3 
; $>/; ��9 /;j&��9 "�j%B- �;- f, �� �%�!&�3$&� *�� �� 
/;j&�� �(x1, f(x1)), B(x2, f(x2)) "�� �(x3, f(x3)) 
E#�/"����� /�;� &9$&�� y = –2x –2;j2$. 


�/���� 3 

�. �� 9%�<���/$&� �� &jE�!*� ��9 3A#��9 %�9 
%&#�"<&�&��� �%* �; �#�F�"B %�#+/��/; �;- 
/9�+#�;/;- f "�� �;� &9$&�� y = –2x –2;j2$. 


�/���� 7 
 

 
����� 3�� ���	
�� 



���� 4�� ���	
�� 

 
�	
� 4�

@/�A f j�� /9�&3B- "�� ��;/�A- �6'�9/� /9�+#�;/; /�� 

!�+/�;j� [0, 1] ��� �;� �%��� �/36&� f(0) > 0. 
��&��� &%�/;- 

/9�+#�;/; g /9�&3B- /�� !�+/�;j� [0, 1] ��� �;� �%��� 

�/36&� g(x) > 0 ��� "+$& x [0, 1].  

�#�M�9j& ��- /9��#�B/&�-:  

F(x) = ,     x [0, 1], �
 x
0 dt  g(t) f(t)  

G(x) = ,         x  [0, 1]. �
 x
0 dt  g(t)  

�. �� !&�3$&� *�� F(x) > 0 ��� "+$& x /�� !�+/�;j� (0, 1]. 


�/���� 8 

�. N� �%�!&�3$&� *��: 
f(x) �G(x) > F(x) 

��� "+$& x /�� !�+/�;j� (0, 1]. 


�/���� 6 

. N� �%�!&�3$&� *�� �/36&�: 

 
G(1)
F(1)  

G(x)
F(x) �  

 ��� "+$& x /�� !�+/�;j� (0, 1]. 


�/���� 4 

�. �� E#&$&� �� *#��:  

   

 x dt g(t) 

dt 	�t  dt g(t) f(t) 
 lim 

5 x
0 

 x
0

2 x
0 

0 x 

2

��
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
���

�
�

�
�
�

�

��

��
. 


�/���� 7 

 
����� 4�� ���	
�� 



���� 5�� ���	
�� 

 
 
 

$*��!	� (�� ��9� �;�����D�/�9�) 
 

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ 
(;j&#�j;���, "��&6$9�/;, &'&��M*j&�� j+$;j�). %� 
D�/ �/����F���  �� $>j��� /�� �&�#+!��. 

 2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� %+�A j>#�- �A� 
FA�������#+FA�, �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. 
'�D�� ���� ��D�G>�� ��/ �H���BH���� /� ��F���.

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& j�M� j& �� 
�&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�.  

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� �� ��� �� $>j���. 
4. �� �#+8&�& ��- �%���B/&�- /�- j*�� j& j%<& B j*�� j& 

j�6#� /�9<*. �%�#&��& �� 3#;/�j�%��B/&�& j�<6E� 
j*�� ��� /3>!��, !���#+jj��� "�� %���"&-. 

5. �+$& �%+��;/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� 
�%�!&"�B. 

6. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 
FA�������#+FA�. 

7. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: j&�+ �; 10.30� %#A��B. 
 

 
 

K��� 	�!�"#!�  
 

�	�$� 
�%"
��$� 
 

 
����� 5�� ���	
�� 



���� 1�� ���	
�� 

	��%�����!'	� ��$�"��&!	� 	�	���	!�  
�� ����� �
	&��!$" �	%!'$" �"'	!$" 

�	
��� 3 !$"�!$" 2008 
	�	��)$
	%$ 
���
�: 
���
��!'�  

�	�!'�� '�! �	#%$�$�!'�� '��	"�"%���
�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� (4) 

 
�	
� 1o 

A. @/�A j�� /9�&3B- /9�+#�;/; /’ >�� !�+/�;j� [�, E]. 
�� G &���� j�� %�#+��9/� �;- f /�� [�, E], �*�& �� 

�%�!&�'&�& *��  �
(

)
)(� )(G–)(Gdt)t(f


�/���� 10 

�. �� /;j���&� �&Aj&�#�"+ �� �&?#;j� �>/;- ��jB- ��9 

��F�#�"�6 ����/j�6; 


�/���� 5 
 

�. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, 
�������� 
�� �������� 
� �	��� 
�� ������ ��� 
����
�����	 
� ���� �����
� �� ���� �����, �� � 
�����
� �	��� 
�
��, � ��	
�, �� � �����
� �	��� 
�����
����.  

�. %+#3�9� /9��#�B/&�- %�9 &���� 1–1, �<<+ !&� 
&���� ��;/�A- j��*���&-. 


�/@��� 2 

�. �� j�� /9�+#�;/; f &���� "��<; /’ >�� !�+/�;j� 
, 
�*�& ; &F�%��j>�; �;- �#�F�"B- %�#+/��/;- �;- f 
/& "+$& /;j&�� ��9 
 E#�/"&��� "+�A �%* �; 
�#�F�"B �;- %�#+/��/;, j& &'��#&/; �� /;j&�� 
&%�FB- ��9-. 


�/���� 2 

. �� �<�"<B#Aj�  &���� �/� j& �� +$#��/j� 

�A� &jE�!?� �A� 3A#�A� %�9 E#�/"����� %+�A �%* 
�

(

)
dx)x(f

����� 1�� ��� 4 ���	
�� 



���� 2�� ���	
�� 

��� +'��� x�x j&��� �� +$#��/j� �A� &jE�!?� �A� 
3A#�A� %�9 E#�/"����� "+�A �%* ��� +'��� x�x. 


�/���� 2 

�. �� �, E %#��j���"�� �#�$j��, �*�&:  

�+Ei=0 0 �=0 B E=0 


�/���� 2 

�. @/�A j�� /9�+#�;/; �#�/j>�; /’ >�� /6��<� �;- 
j�#FB- (�, x�)1(x�, E) "��  >��- %#��j���"*- 
�#�$j*-. �*�& �/36&� ; �/�!9��j��: 

�

0�0�
��

  )–(f(x)limf(x)lim
oo xxxx

��  


�/���� 2 

 

�	
� 2� 


��&��� *�� � j���!�"*- �#�$j*- 
2

3i1z1
�

� &���� #�M� �;- 

&'�/A/;- z2+Ez+�=0, *%�9 E "�� � %#��j���"�� �#�$j��. 

�. �� �%�!&�'&�& *�� E=–1 "�� �=1. 


�/���� 9 

�. �� �%�!&�'&�& *�� .  1–z3
1 �


�/���� 8 

. �� E#&��& ��� �&Aj&�#�"* �*%� �A� &�"*�A� ��9 
j���!�"�6 �#�$j�6 w, ��� ��� �%��� �/36&�:  

1z–zw 1�  


�/���� 8 

 

 

����� 2�� ��� 4 ���	
�� 



���� 3�� ���	
�� 

�	
� 3� 


��&��� ; /9�+#�;/;    .x,xln – x f(x) 2 02 ��

�. �� �%�!&�'&�& *�� �/36&�: f(x) 1 ��� "+$& x>0. 


�/���� 6 

�. �� E#&��& ��- �/6j%�A�&- �;- �#�F�"B- %�#+/��/;- �;- 
/9�+#�;/;- f.  


�/���� 6 

. @/�A ; /9�+#�;/;  

0x

0x

,k

,
)x(f

xln

)x(g

�

�

�
�

�

�
�

	




�  

 

i. �� E#&��& �;� ��jB ��9 k >�/� ?/�& ; g �� &���� 
/9�&3B-.  


�/���� 6 

ii. �� 
2
1k –  � , �*�& �� �%�!&�'&�& *�� ; g >3&� j��, 

��9<+3�/���, #�M� /�� !�+/�;j� (0, e).  

 


�/���� 7 
 

�	
� 4� 
@/�A f j�� /9�&3B- /9�+#�;/; /�� !�+/�;j� [0, +�) ��� �;� 
�%��� �/36&� f(x) > 0 ��� "+$& x Z 0. �#�M�9j& ��- /9��#�B/&�-:  
 

F(x) = ,     x [0, +�), �
 x

0 
dt  f(t)  

�
� x

dt)t(ft

)x(F)x(h

0

,    x  (0, +�). 

����� 3�� ��� 4 ���	
�� 



���� 4�� ���	
�� 

�. �� �%�!&�'&�& *��   � ��
1

0

1 1)(Fdt)]t(F)t(f[e –t


�/���� 6   

�.  �� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/; h &���� ��;/�A- 
F$���9/� /�� !�+/�;j� (0, +�). 


�/���� 8 

. �� h(1)=2, �*�&:  

i. �� �%�!&�'&�& *��  �� �
2

0
tf(t)dt  2 dt  f(t) 

2

0


�/���� 6  

ii. �� �%�!&�'&�& *�� )(Fdt)t(F 1
2
11

0� �  


�/���� 5  

 
 

$*��!	� �!� �$"� 	�	��)$
	%$"� 
 

1.  ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ 
(;j&#�j;���, "��&6$9�/;, &'&��M*j&�� j+$;j�). %� D�/ 
�/����F���  �� $>j��� /�� �&�#+!��. 

2.  �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� %+�A j>#�- �A� 
FA�������#+FA�, �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. '�D�� ���� 
��D�G>�� ��/ �H���BH���� /� ��F���. 

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& j�M� j& �� �&�#+!�� 
"�� �� FA�������#�F�.  

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� �� ��� �� $>j���. 
4.  �� �#+8&�& ��- �%���B/&�- /�- j*�� j& j%<& B j*�� j& j�6#� 

/�9<*. �%�#&��& �� 3#;/�j�%��B/&�& j�<6E� j*�� ��� /3>!��, 
!���#+jj��� "�� %���"&-. 

5.  �+$& �%+��;/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� �%�!&"�B. 
6.  
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA�������#+FA�. 
7.  �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: j&�+ �; 10.00� %#A��B. 
 
 

K��� 	�!�"#!�  
 

�	�$� 
�%"
��$� 

����� 4�� ��� 4 ���	
�� 



���� 1�� ���	
�� 

 
 

��$�"��&!	� 	�	���	!� �� �����  
�
	&��!$" �	%!'$" �"'	!$" 

������$ 24 
�($" 2008 
	�	��)$
	%$ 
���
�: 
���
��!'�  

�	�!'�� '�! �	#%$�$�!'�� '��	"�"%���
�"%$�$ �	�!*+%: �	%�	 (5) 

 
�	
� 1o

A.1 �� �%�!&�3$&� *�� ; /9�+#�;/; f(x) = xln , x�* &���� 
%�#��A��/�j; /�� �* "�� �/36&�:  

! "
x
1xln ��     


�/���� 10 

�.2 �*�& j�� /9�+#�;/; f <>j& *�� &���� /9�&3B- /& >�� 
"<&�/�* !�+/�;j� [�,E]; 


�/���� 5 

 
B. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, 

�������� 
�� �������� 
� �	��� 
�� ������ ��� 
����
�����	 
� ���� �����
�, �� ���� �����, �� � 
�����
� �	��� 
�
��, � ��	
�, �� � �����
� �	��� 
�����
����.  

�. �� j�� /9�+#�;/; f:A�� &���� 1�1, �*�& ��� �;� 
����/�#�F; /9�+#�;/; f�1 �/36&�: 

)A(fy  y,))y(f(f 
�� A    xx,))x(f(f 11 �� ��
 


�/@��� 2 

�. ��� /9�&3B- /9�+#�;/; f !���;#&� %#*/;j� /& 
"�$>�� �%* �� !��/�Bj��� /�� �%��� �� 
!��!�3�">- #�M&- �;- f 3A#�M�9� �� %&!�� �#�/j�6 
�;-. 


�/���� 2 

 
����� 1�� ��� 5 ���	
�� 



���� 2�� ���	
�� 

. v��� ; !��"#���9/� 
 �;- &'�/A/;- �z2+Ez+�=0 j& 
�,E,�� "�� �{0 &���� �#�;��"B, �*�& ; &'�/A/; !&� 
>3&� #�M&- /�� /6��<� � �A� j���!�"?�. 


�/���� 2 

�. �� j�� /9�+#�;/; f &���� !6� F�#>- %�#��A��/�j; 
/�� � "�� /�#>F&� �� "��<� %#�- �� +�A, �*�& "��’ 
��+�"; $� �/36&� 

f��( x ) > 0 
 ��� "+$& %#��j���"* �#�$j* x. 


�/���� 2 

�. A� ; f &���� /9�&3B- /& !�+/�;j� 
 "�� �,E,�
 
�*�& �/36&� 

��� �� �
�

�
�

�
� f(x)dx f(x)dx f(x)dx    


�/���� 2 
�	
� 2�

�� ��� ��9- j���!�"�6- �#�$j�6- z "�� w �/36�9�  

 3i)(3wi)(1w   
�� 6z)22i( �������  

�*�& �� E#&��&: 

�. �� �&Aj&�#�"* �*%� �A� &�"*�A� �A� j���!�"?�  
�#�$j?� z . 


�/���� 6 

�. �� �&Aj&�#�"* �*%� �A� &�"*�A� �A� j���!�"?�  
�#�$j?� w . 


�/���� 7 

. �;� &<+3�/�; ��jB ��9 w  


�/���� 6 

�. �;� &<+3�/�; ��jB ��9 wz �   


�/���� 6 

 
����� 2�� ��� 5 ���	
�� 



���� 3�� ���	
�� 

 

�	
� 3�


��&��� ; /9�+#�;/;       
�
	



�
�

�
 0x    ,       0   

0x,lnx x
 f(x)

�. �� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/;  f  &���� /9�&3B- /�� 0. 

�/���� 3 

�. �� j&<&�B/&�& A- %#�- �; j�������� �; /9�+#�;/; f 
"�� �� E#&��& �� /6��<� ��j?� �;-. 


�/���� 9 

. �� E#&��& �� %<B$�- �A� !��F�#&��"?� $&��"?� #�M?� 

�;- &'�/A/;- x
�

ex �  ��� *<&- ��- %#��j���">- ��j>- ��9 �. 

�/���� 6 

�. �� �%�!&�'&�& *�� �/36&� 

f�(x+1)>f(x+1)�f(x)  ,  

 ��� "+$& x > 0 . 

�/���� 7 

 
�	
� 4�
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0

3 45f(t)dt 3x)10x(f(x)   

�. �� �%�!&�'&�& *�� 

f(x)=20x3+6x�45  
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�. 
��&��� &%�/;- j�� /9�+#�;/; g !6� F�#>- 

%�#��A��/�j; /�� � . �� �%�!&�'&�& *�� 

h
h)(xg(x)glim(x)g

0h

����
���

�
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. �� ��� �; /9�+#�;/;  f ��9 &#A�Bj���- (�) "�� �; 
/9�+#�;/; g ��9 &#A�Bj���- (E) �/36&� *�� 

45f(x)
h

h)g(x2g(x)h)g(xlim 20h
��

����
�

 

 "�� g(0)=g�(0)=1,   �*�& 

 i. �� �%�!&�'&�& *�� g(x)=x5+x3+x+1   
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 ii. �� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/; g &���� 1�1   
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$*��!	� (�� ��9� �;�����D�/�9�) 
 

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ 
(;j&#�j;���, "��&6$9�/;, &'&��M*j&�� j+$;j�). %� 
D�/ �/����F���  �� $>j��� /�� �&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� %+�A j>#�- �A� 
FA�������#+FA�, �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. 
'�D�� ���� ��D�G>�� ��/ �H���BH���� /� ��F���. 

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& j�M� j& �� 
�&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�.  

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� �� ��� �� $>j���. 
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4. �� �#+8&�& ��- �%���B/&�- /�- j*�� j& j%<& B j*�� j& 
j�6#� /�9<*. �%�#&��& �� 3#;/�j�%��B/&�& j�<6E� 
j*�� ��� /3>!��, !���#+jj��� "�� %���"&-. 

5. �+$& �%+��;/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� 
�%�!&"�B. 

6. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 
FA�������#+FA�. 

7. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: j&�+ �; 10.30� %#A��B. 
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�	�!'�� '�! �	#%$�$�!'�� '��	"�"%���
�"%$�$ �	�!*+%: �	%�	 (5) 
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A. @/�A ; /9�+#�;/; f(x) = x . �� �%�!&�'&�& *�� ; f 
&���� %�#��A��/�j; /��  (0 , +� ) "�� �/36&�: 

 
x2

1)x(f ��    
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B. @/�A j�� /9�+#�;/; f "�� xo >�� /;j&�� ��9 %&!��9 
�#�/j�6 �;-. �*�& $� <>j& *�� ; f &���� /9�&3B- /�� xo ; 
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�. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, 

�������� 
�� �������� 
� �	��� 
�� ������ ��� 
����
�����	 
� ���� �����
� �� ���� �����, �� � 
�����
� �	��� 
�
��, � ��	
�, �� � �����
� �	��� 
�����
����.  

�. �� z &���� >��- j���!�"*- �#�$j*- �*�& ��� "+$& $&��"* 

�">#��� � �/36&� ! "�� z)z( �  
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�. � /9�+#�;/; f &���� 1�1, �� "�� j*�� �� "+$& 
�#�M*���� &9$&�� �>j�&� �; �#�F�"B %�#+/��/; �;- 
f  �� %�<6 /& >�� /;j&��. 
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. �� f(x) = 0 "�� f(x) < 0 "���+ /�� x
oxx

lim
�

o �*�&  

oxx
lim
� )x(f

1
 = +�  


�/���� 2 

�. @/�A ; /9�+#�;/; f(x) = &Fx. H /9�+#�;/; f &���� 
%�#��A��/�j; /�� �1= �– 23 0xx ��� "�� �/36&�  

�� )x(f �
x

1
2��

 


�/���� 2 

�. ��� "+$& /9�+#�;/; f, %�#��A��/�j; /& >�� 
!�+/�;j� 
, �/36&�  

� � )x(f dx = f(x) + c,  x
 

*%�9 c &���� j�� %#��j���"B /��$&#+. 
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�&A#�6j& ��9- j���!�"�6- �#�$j�6- z ��� ��9- �%���9- 
�/36&�:  

! " ! " 08zi2zi2 ����� �  

�. N� E#&��& ��� �&Aj&�#�"* �*%� �A� &�"*�A� �A� 
j���!�"?� �#�$j?� z = x+yi �� �%���� �"���%���6� �;� 
%�#�%+�A &'�/A/;. 
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�. N� E#&��& ��� j���!�"* %#��j���"* �#�$j*  "�� ��� 
j���!�"* F����/��"* �#�$j*  �� �%���� �"���%���6� 
�;� %�#�%+�A &'�/A/;. 

1z
2z


�/���� 8 

. ��� ��9- �#�$j�6-  %�9 E#>$;"�� /�� %#�;��6j&�� 

&#?�;j� �� �%�!&�'&�& *�� 

21 z,z

40zzzz 2121 ���� 22
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� 3�


��&��� ; /9�+#�;/;  

� f(x)  ln[(<+1)x2+x+1] � ln(x+2),    x �  �1 

*%�9 < >��- %#��j���"*- �#�$j*- j& < �1  

�. �� %#�/!��#�/&�& �;� ��jB ��9 <, ?/�& �� 9%+#3&� �� 
*#�� f(x) "�� �� &���� %#��j���"*- �#�$j*-. 

���x

�/���� 5 

�. @/�A *�� < = �1 

�. �� j&<&�B/&�& A- %#�- �; j�������� �; /9�+#�;/; f 
"�� �� E#&��& �� /6��<� ��j?� �;-. 
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�. �� E#&��& ��- �/6j%�A�&- �;- �#�F�"B- %�#+/��/;- �;- 
/9�+#�;/;- f  


�/���� 6 

. �� �%�!&�'&�& *�� ; &'�/A/; f(x) + �2 = 0 >3&� 
j���!�"B <6/; ��� "+$& %#��j���"* �#�$j* � j& 
�  0�
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��&��� j�� /9�+#�;/; f: & '2,0 �  � ; �%��� &���� !6� F�#>- 

%�#��A��/�j; "�� �"���%��&� ��- /9�$B"&- 

x2exk)x(f4)x(f4)x(f ������ ,  0 2x ��  

)0(f2)0(f �� ,  f �(2) = 2 f(2)+12 e4,  f(1) = e2

*%�9 k >��- %#��j���"*- �#�$j*-. 

�. �� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/;  

g(x) = 3x2� x2e
)x(f2)x(f ��
 ,  0 2x ��  

�"���%��&� ��- 9%�$>/&�- ��9 $&A#Bj���- ��9 Rolle 
/�� !�+/�;j� [0,2]. 


�/���� 4 
�. �� �%�!&�'&�& *�� 9%+#3&� '(0,2) �>����, ?/�& �� 

�/36&�  

)(f4)(f �� ���  = 6 ' e2' + 4 )(f ��  
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.  �� �%�!&�'&�& *�� k = 6 "�� *�� �/36&� g(x) = 0 ��� 
"+$& x [0,2]. 
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�. �� �%�!&�'&�& *��  0,ex)x(f x23� 2x ��  
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�. �� 9%�<���/&�& �� �<�"<B#Aj�   

dx
x

)x(f2

1 2�  
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$*��!	� �!� �$"� 	�	��)$
	%$"� 
 

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*��� �� %#�"���#"��"+ 
(;j&#�j;���, "��&6$9�/;, &'&��M*j&�� j+$;j�). %� 
D�/ �/����F���  �� $>j��� /�� �&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� %+�A j>#�- �A� 
FA�������#+FA�, �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. 
'�D�� ���� ��D�G>�� ��/ �H���BH���� /� ��F���. 

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& j�M� j& �� 
�&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�.  

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� �� ��� �� $>j���. �� 
j; 3#;/�j�%��;$&� �� j�<�j&�#> F6<<� ��9 �&�#�!��9. 

4. �� �#+8&�& ��- �%���B/&�- /�- D�/�/ D� DH�� � D�L�� 
��9�� ����M�G�� M�� D�/�/ �/�;G����� D���/�� . 
�%�#&��& �� 3#;/�j�%��B/&�& j�<6E� j*�� ��� /3>!��, 
!���#+jj��� "�� %���"&-. 

5. �+$& �%+��;/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� 
�%�!&"�B. 

6. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 
FA�������#+FA�. 

7. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: 10.00 %.j. 
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��!'�  
�	�!'�� '�! �	#%$�$�!'�� '��	"�"%���

�"%$�$ �	�!*+%: �	%�	 (5) 
 
 

�	
� 1o

�. @/�A j�� /9�+#�;/; f �#�/j>�; /& >�� !�+/�;j� 
. �� ; 
f &���� /9�&3B- /�� 
 "�� ��� "+$& &/A�&#�"* /;j&�� x 
��9 
 �/36&� 0)x(f �� , �� �%�!&�'&�& *�� ; f &���� /��$&#B 
/& *<� �� !�+/�;j� 
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�. �*�& j�� /9�+#�;/; f <>�&��� %�#��A��/�j; /& >�� 
/;j&�� x0 ��9 %&!��9 �#�/j�6 �;-; 
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�. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, 
�������� 
�� �������� 
� �	��� 
�� ������ ��� 
����
�����	 
� ���� �����
� �� ���� �����, �� � 
�����
� �	��� 
�
��, � ��	
�, �� � �����
� �	��� 
�����
����.  

�. �� z1, z2 &���� j���!�"�� �#�$j��, �*�& �/36&� 

2121 zzzz ��  

�/@��� 2 

�. ��� /9�+#�;/; f j& %&!�� �#�/j�6 � <>j& *�� 
%�#�9/�+M&� (�<�"*) &<+3�/�� /�� x0�A, *��� 
f(x)�f(x0) ��� "+$& x�A 
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1xlim
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�. �+$& /9�+#�;/; f /9�&3B- /& >�� /;j&�� ��9 %&!��9 
�#�/j�6 �;- &���� "�� %�#��A��/�j; /�� /;j&�� 
�9�*. 


�/���� 2 
 

�. �� j�� /9�+#�;/; f &���� /9�&3B- /& >�� !�+/�;j� 
[�, E] "�� �/36&�  f(x)<0  ��� "+$& x�[�, E], �*�& �� 
&jE�!*� ��9 3A#��9 � %�9 �#�M&��� �%* �; �#�F�"B 
%�#+/��/; �;- f, ��- &9$&�&- x=�, x=E "�� ��� +'��� 

  ,)45� �xx

�
(

)
�67 dx)x(f)(  
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�	
� 2�

�&A#�6j& ��9- j���!�"�6- �#�$j�6- 

z=(2<+1)+(2<�1)i ,        <�� 

�.�. �� E#&��& �;� &'�/A/; �;- &9$&��- %+�A /�;� �%��� 
E#�/"����� �� &�"*�&- �A� j���!�"?� �#�$j?� z, ��� ��- 
!�+F�#&- ��j>- ��9 <�� 
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   �. �%* ��9- %�#�%+�A j���!�"�6- �#�$j�6- �� 
�%�!&�'&�& *�� � j���!�"*- �#�$j*-  >3&� �� 
j�"#*�&#� !9���* j>�#�. 

i1z0 ��
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�. �� E#&$�6� �� j���!�"�� �#�$j�� w �� �%���� 
�"���%���6� �;� &'�/A/; 

0
2 z12ww ��� �  

 *%�9  � j���!�"*- �#�$j*- %�9 ���F>#&��� /�� 
%#�;��6j&�� &#?�;j�. 

0z
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��&��� ; /9�+#�;/;  

,1x       ),1xln( (x)f x ����)�  
10� �)8)4�)/9+  

A. �� �/36&� 1)x(f   ��� "+$& ,1x ��  �� �%�!&�'&�& *�� �=e 
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�. ��� �=e, 

�. �� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/; f &���� "9#�B.  
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�. �� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/; f &���� ��;/�A- 
F$���9/� /�� !�+/�;j� ]0,1(�  "�� ��;/�A- �6'�9/� 
/�� !�+/�;j� ),0[ ��  
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. �� E, � � ),0()0,1( ��1� , �� �%�!&�'&�& *�� ; &'�/A/;  

0
2x

1)(f
1x

1)(f
�

�
�:

�
�
�(  

>3&� ��9<+3�/��� j�� #�M� /�� (1, 2) 
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@/�A f j�� /9�&3B- /9�+#�;/; /�� !�+/�;j� [0, 2] ��� �;� 
�%��� �/36&�  

! " 0dt)t(f2t
2

0
���  

�#�M�9j& ��- /9��#�B/&�-  

� �
x

0
],2,0[x,dt)t(ft)x(H  

�
�
�
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t
tlim

],(x,dt)t(f
x

)x(H

)x(G

t

x

2

2

0

0
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�. �� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/; G &���� /9�&3B- /�� 
!�+/�;j� [0, 2]. 
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�. �� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/; G &���� %�#��A��/�j; 
/�� !�+/�;j� (0, 2) "�� *�� �/36&� 

2x0,
x

)x(H)x(G 2 �����  
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. �� �%�!&�'&�& *�� 9%+#3&� >��- �#�$j*- ��(0, 2) �>����- 
?/�& �� �/36&� �(�)=0. 
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�. �� �%�!&�'&�& *�� 9%+#3&� >��- �#�$j*- '�(0, �) �>����- 
?/�& �� �/36&�  
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; )

;�)
0 0

2 dt)t(fdt)t(ft  
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$*��!	� �!� �$"� 	�	��)$
	%$"� 
 

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*��� �� %#�"���#"��"+ 
(;j&#�j;���, "��&6$9�/;, &'&��M*j&�� j+$;j�). %� 
D�/ �/����F���  �� $>j��� /�� �&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� %+�A j>#�- �A� 
FA�������#+FA�, �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. 
'�D�� ���� ��D�G>�� ��/ �H���BH���� /� ��F���. 

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& j�M� j& �� 
�&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�.  

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� �� ��� �� $>j���. 
4. �� �#+8&�& ��- �%���B/&�- /�- D�/�/ D� DH�� � D�L�� 

��9�� ����M�G�� M�� D�/�/ �/�;G����� D���/�� .   
5. �+$& �%+��;/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� 

�%�!&"�B. 
6. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA�������#+FA�. 
7. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: 10.00 %.j. 
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�	�!'�� '�! �	#%$�$�!'�� '��	"�"%���
�"%$�$ �	�!*+%: �	%�	 (5) 

 

�	
� � 

A1. �� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/; f(x) = ;jx, x��, &���� 

%�#��A��/�j; /�� � "�� �/36&� )x	�( � = /9�x 


�/���� 8 

A2. �*�& <>j& *�� j�� /9�+#�;/; f &���� %�#��A��/�j; /& 

>�� "<&�/�* !�+/�;j� [�,E] ��9 %&!��9 �#�/j�6 �;-;  


�/���� 4 

A3. �*�& <>j& *�� j�� /9�+#�;/; f j& %&!�� �#�/j�6 � 

%�#�9/�+M&� /�� x0�A (�<�"*) j>��/��, �� f(x0);  


�/���� 3 

�4. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, 
�������� 
�� �������� 
� �	��� 
�� ������ ��� 
����
�����	 
� ���� �����
� �� ���� �����, �� � 
�����
� �	��� 
�
��, � ��	
�, �� � �����
� �	��� 
�����
����.  

�) ��  f(x) = �x, � > 0, �*�& �/36&� ! " 1��
� xx �x�  

�) �� �#�M����� �� /9��#�B/&�- fog "�� gof, �*�& 

%+����& �/36&� fog = gof 

) ��  B ���
�

)x(flim
xx

0

�� , �*�& 0
1

0

�
� )x(f

lim
xx

 

����� 1�� ��� 5 ���	
�� 



���� 2�� ���	
�� 
 

 

�) �� j�� /9�+#�;/; f &���� /9�&3B- /�� "<&�/�* 

!�+/�;j� [�,E] "�� �/36&� f(x)  ��� "+$& x�[�,E], 

�*�&   

0 

�  
�

�

dx)x(f 0

�) ��� "+$& z�C �/36&� zzz ��2  
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�	
� � 

@/�A *�� �� j���!�"�� �#�$j�� z1, z2 &���� �� #�M&- &'�/A/;- 

!&9�>#�9 E�$j�6 j& %#��j���"�6- /9��&<&/�>- ��� ��- �%��&- 

�/36�9�  

z1 +z2 = –2 "�� z1 � z2 = 5 

B1. �� E#&��& ��9- j���!�"�6- �#�$j�6- z1, z2


�/���� 5 

B2. �� ��� ��9- j���!�"�6- �#�$j�6- w �/36&� ; /3>/;  

2
21

2
2

2
1 zzzwzw �����  

 �� �%�!&�'&�& *�� � �&Aj&�#�"*- �*%�- �A� &�"*�A� 

 �A� w /�� j���!�"* &%�%&!� &���� � "6"<�- j& &'�/A/;   

(x+1)2 + y2 = 4 


�/���� 8 

B3. �%* ��9- j���!�"�6- �#�$j�6- w ��9 &#A�Bj���- �2 �� 

E#&��& &"&���9- ��� ��9- �%���9- �/36&� 

2 � Re(w) + Im(w) = 0 


�/���� 6 

����� 2�� ��� 5 ���	
�� 



���� 3�� ���	
�� 
 

 

B4. �� w1, w2 &���� !6� �%* ��9- j���!�"�6- w ��9 

&#A�Bj���- �2 j& �;� �!�*�;�� 421 �� ww , �� 

�%�!&�'&�& *�� 221 �� ww  


�/���� 6 

 

�	
� � 


��&��� ; /9�+#�;/; f(x) = (x–2)lnx + x – 3, x > 0 

�1. �� E#&��& ��- �/6j%�A�&- �;- �#�F�"B- %�#+/��/;- �;- 

/9�+#�;/;- f 


�/���� 5 

�2. �� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/; f &���� ��;/�A- F$���9/� /�� 

!�+/�;j� (0,1] "�� ��;/�A- �6'�9/� /�� !�+/�;j� [1, + ) �


�/���� 5 

�3. �� �%�!&�'&�& *�� ; &'�/A/; f(x) = 0 >3&� !6� �"#�E?- 

$&��">- #�M&-.  


�/���� 6 

�4. �� x1, x2 &���� �� #�M&- ��9 &#A�Bj���- �3 j& x1 < x2, �� 

�%�!&�'&�& *�� 9%+#3&� j���!�"*- �#�$j*- '�(x1, x2) �>����-, 

 ?/�&    '�f�(') – f(') = 0 

 "�� *�� ; &F�%��j>�; �;- �#�F�"B- %�#+/��/;- �;- 

/9�+#�;/;- f /�� /;j&�� � ! ")(f, ;;  !�>#3&��� �%* �;� 

�#3B �A� �'*�A�. 


�/���� 9 

 

����� 3�� ��� 5 ���	
�� 



���� 4�� ���	
�� 
 

 

�	
� * 

@/�A /9�+#�;/; f: ��� ; �%��� &���� %�#��A��/�j; "�� 

"9#�B /�� � j& f(0) = 1 "�� f�(0) = 0 

*1. �� �%�!&�'&�& *�� f(x) Z 1 ��� "+$& x�� 

�/���� 4 

*2. �� �%�!&�'&�& *�� ���

���
� x	�

xdt)xt(fx

lim
x 3

1

0

3

0
  


�/���� 6 

 
�� &%�%<>�� !��&��� *��  

f�(x) + 2x = 2x � ! "2x)x(f � , x�� , �*�&: 

 

*3. �� �%�!&�'&�& *��  

f(x) = – x
2xe 2,   x�� 


�/���� 8 

*4. �� j&<&�B/&�& A- %#�- �; j�������� �; /9�+#�;/;  
 

h(x) = �
�2x

x

dt)t(f  , x Z 0  

 

 "�� �� <6/&�& /�� � �;� ���/A/; 
 

�� ��
��

��

4

6

32

12

0

2

2

dt)t(fdt)t(f
xx

xx

 


�/���� 7 
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$*��!	� �!� �$"� 	�	��)$
	%$"� 
 

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*��� �� %#�"���#"��"+ 
(;j&#�j;���, "��&6$9�/;, &'&��M*j&�� j+$;j�). %� 
D�/ �/����F���  �� $>j��� /�� �&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� %+�A j>#�- �A� 
FA�������#+FA�, �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. 
'�D�� ���� ��D�G>�� ��/ �H���BH���� /� ��F���. 

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& j�M� j& �� 
�&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�.  

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� �� ��� �� $>j���. 
4. �� �#+8&�& ��- �%���B/&�- /�- D�/�/ D� DH�� � D�/�/ 

D� D�L�� ��9�� ����M�G�� M�� D�/�/ �/�;G����� 
D���/�� .   

5. �+$& �%+��;/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� 
�%�!&"�B. 

6. �� j; 3#;/�j�%��B/&�& 3�#�� j�<�j&�#>. 
7. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA�������#+FA�. 
8. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: 09.30 %.j. 
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����� 1�� ��� 4 ���	
�� 

��$�"��&!	� 	�	���	!� �� �����  
�
	&��!$" �	%!'$" �"'	!$" '�! ��%	���*!'	� 

	�	���	!� �� ����� 	��� ($
�*� ��) 
�	��&�� 19 
�($" 2010 

	�	��)$
	%$ 
���
�: 
���
��!'�  
�	�!'�� '�! �	#%$�$�!'�� '��	"�"%��� 

�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� (4) 
 

�	
� � 

A1. @/�A f j�� /9�+#�;/; �#�/j>�; /& >�� !�+/�;j� 
. �� 
F &���� j�� %�#+��9/� �;- f /�� 
, �*�& �� �%�!&�'&�& 
*��:  

# *<&- �� /9��#�B/&�- �;- j�#FB- 

G(x)=F(x)+c,   c�� 

 &���� %�#+��9/&- �;- f /�� 
 "�� 

# "+$& +<<; %�#+��9/� G �;- f /�� 
 %��#�&� �; 
j�#FB 

G(x)=F(x)+c,   c�� 


�/���� 6 
A2. �*�& ; &9$&�� x=x0  <>�&��� "���"*#9F; �/6j%�A�; �;- 

�#�F�"B- %�#+/��/;- j��- /9�+#�;/;- f ; 


�/���� 4 
A3. @/�A j�� /9�+#�;/; f /9�&3B- /& >�� !�+/�;j� 
 "�� 

%�#��A��/�j; /�� &/A�&#�"* ��9 
. �*�& <>j& *�� ; f 
/�#>F&� �� "��<� %#�- �� "+�A B &���� "��<; /�� 
;  


�/���� 5 
�4. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, 

�������� 
�� �������� 
� �	��� 
�� ������ ��� 
����
�����	 
� ���� �����
� �� ���� �����, �� � 
�����
� �	��� 
�
��, � ��	
�, �� � �����
� �	��� 
�����
����.  

�) � !���9/j���"B �"���� �;- !��F�#+- �A� j���!�"?� 
�#�$j?� �+Ei "�� �+!i &���� ; !��F�#+ �A� 
!���9/j���"?� �"���A� ��9-. 



���� 2�� ���	
�� 

 
����� 2�� ��� 4 ���	
�� 

�) @/�A /9�+#�;/; f /9�&3B- /& >�� !�+/�;j� 
 "�� 
%�#��A��/�j; /�� &/A�&#�"* ��9 
. �� ; f &���� 
��;/�A- �6'�9/� /�� 
, �*�& ; %�#+�A�*- �;- !&� 
&���� 9%�3#&A��"+ $&��"B /�� &/A�&#�"* ��9 
. 

) �� j�� /9�+#�;/; f &���� ��;/�A- F$���9/� "�� 
/9�&3B- /& >�� ����"�* !�+/�;j� (�,E), �*�& �� 
/6��<� ��j?� �;- /�� !�+/�;j� �9�* &���� �� 
!�+/�;j� (�,�),  

 *%�9 )x(flimB)x(flimA
xx �� ��

��
��


��  

�) (/9�x)�=;jx, x�� 

�) �� 0)x(flim
0xx

�
�

, �*�& f(x)<0 "���+ /�� x0 


�/���� 10 
�	
� � 


��&��� ; &'�/A/;    2
z
2z ��   *%�9 z�C j& z�0 

B1. �� E#&��& ��- #�M&- z1 "�� z2 �;- &'�/A/;-. 


�/���� 7 
B2. �� �%�!&�'&�& *�� 

0zz 2010
2

2010
1 ��  


�/���� 6 
B3. �� ��� ��9- j���!�"�6- �#�$j�6- w �/36&�  

21 zzi34w ����  

�*�& �� E#&��& �� �&Aj&�#�"* �*%� �A� &�"*�A� �A� w 
/�� j���!�"* &%�%&!�. 


�/���� 7 
B4. ��� ��9- j���!�"�6- �#�$j�6- w ��9 &#A�Bj���- �3, �� 

�%�!&�'&�& *�� 7w3 ��  


�/���� 5 



���� 3�� ���	
�� 

 
����� 3�� ��� 4 ���	
�� 

�	
� � 


��&��� ; /9�+#�;/; f(x)=2x+ln(x2+1),    x�� 
�1. �� j&<&�B/&�& A- %#�- �; j�������� �; /9�+#�;/; f. 


�/���� 5 
�2. �� <6/&�& �;� &'�/A/;: 

! " �
�

�
�
�

�

�
��

���
1x

1)2x3(ln2x3x2 4

2
2  


�/���� 7 
�3. �� �%�!&�'&�& *�� ; f >3&� !6� /;j&�� "�j%B- "�� *�� �� 

&F�%�*j&�&- �;- �#�F�"B- %�#+/��/;- �;- f /�� /;j&�� 
"�j%B- �;- �>j������ /& /;j&�� ��9 +'��� 8�8. 


�/���� 6 
�4. �� 9%�<���/&�& �� �<�"<B#Aj� 

�
�

�
1

1

dx)x(xfI  


�/���� 7 
�	
� * 


��&��� ; /9�&3B- /9�+#�;/; f: ��� ; �%��� ��� "+$& x�� 
�"���%��&� ��- /3>/&�-:  

f(x)�x 

f(x)–x =3+ � �

x

0

dt
t)t(f

t
 

*1. �� �%�!&�'&�& *�� ; f &���� %�#��A��/�j; /�� � j& 
%�#+�A�� 

f�(x)=
x)x(f

)x(f
�

 , x�� 


�/���� 5 
*2. �� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/; g(x)= ! "2)x(f –2xf(x), 

x��, &���� /��$&#B. 


�/���� 7 



���� 4�� ���	
�� 

 
����� 4�� ��� 4 ���	
�� 

*3. �� �%�!&�'&�& *��  

f(x)=x+ 9x2 �  , x�� 


�/���� 6 
*4. �� �%�!&�'&�& *��  

��
�

�

�

�
2x

1x

1x

x

dt)t(f  dt)t(f  ,  ��� "+$& x�� 
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$*��!	� �!� �$"� 	�	��)$
	%$"� 

 

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*��� �� %#�"���#"��"+ 
(;j&#�j;���, "��&6$9�/;, &'&��M*j&�� j+$;j�). %� 
D�/ �/����F���  �� $>j��� /�� �&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� %+�A j>#�- �A� 
FA�������#+FA�, �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. 
'�D�� ���� ��D�G>�� ��/ �H���BH���� /� ��F���. 

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& j�M� j& �� 
�&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�.  

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� �� ��� �� $>j���. 
4. �� �#+8&�& ��- �%���B/&�- /�- D�/�/ D� DH�� � D�/�/ 

D� D�L�� ��9�� ����M�G�� M�� D�/�/ �/�;G����� 
D���/�� .   

5. �+$& �%+��;/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� 
�%�!&"�B. 

6. �� j; 3#;/�j�%��B/&�& 3�#�� j�<�j&�#>. 
7. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA�������#+FA�. 
8. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: 10.00 %.j. 
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	��%�����!'	� ��%	���%!	� 	�	���	!� 

�� ����� �
	&��!$" �	%!'$" �"'	!$" 

*	"�	&� 6 !$"%!$" 2011 

	�	��)$
	%$ 
���
�: 
���
��!'�  

�	�!'�� '�! �	#%$�$�!'�� '��	"�"%��� 

�"%$�$ �	�!*+%: �	%�	 (5) 
 

�	
� � 

A1. �� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/; f(x)=/9�x &���� 
%�#��A��/�j; /�� � "�� ��� "+$& x�� �/36&�         

= –;jx )( �/9�x

�/���� 10 

A2. @/�A j�� /9�+#�;/; f, �#�/j>�; /& >�� !�+/�;j� 
. �� 
!���9%?/&�& ��� �#�/j* �;- �#3�"B- /9�+#�;/;- B 
%�#+��9/�- �;- f /�� 
.  


�/���� 5 

�3. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, 
�������� 
�� �������� 
� �	��� 
�� ������ ��� 
����
�����	 
� ���� �����
� �� ���� �����, �� � 
�����
� �	��� 
�
��, � ��	
�, �� � �����
� �	��� 
�����
����.  

�) ��� "+$& j���!�"* �#�$j* z=�+Ei, �,E�� �/36&�  
     z– z=2E 

 

�) ��� /9�+#�;/; f j& %&!�� �#�/j�6 � $� <>j& *�� 
%�#�9/�+M&� /�� x0�A (�<�"*) j>��/�� �� f(x0), *���   
f(x)  f(x� 0) ��� "+$& x�A 

 

) �� j�� /9�+#�;/; f &���� ��;/�A- j��*���; /& >�� 

!�+/�;j� 
, �*�& &���� "�� 1-1 /�� !�+/�;j� �9�*. 

 



���� 2�� ���	
�� – �� �
	&��!+% 
 

 
����� 2�� ��� 5 ���	
��

�) �� 0 "�� f(x)>0 "���+ /�� x�
�

)x(f
0xx

lim 0, �*�& 

���
� )x(f

1lim
0xx

 

�) �+$& /9�+#�;/; f %�9 &���� /9�&3B- /& >�� /;j&�� 
x0 ��9 %&!��9 �#�/j�6 �;- &���� "�� %�#��A��/�j; 
/�� /;j&�� �9�*. 


�/���� 10 
 
�	
� � 


������� �� j���!�"�� �#�$j�� z, w, �� �%���� �"���%���6� 

����/���3� ��- /3>/&�-: 

iz � =1+Im(z)   (1) 

w( w +3i)=i(3 w +i)  (2) 

 

B1. �� �%�!&�'&�& *�� � �&Aj&�#�"*- �*%�- �A� &�"*�A� 
�A� j���!�"?� �#�$j?� z &���� ; %�#�E�<B j& &'�/A/; 

y=
4
1 x2
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B2. �� �%�!&�'&�& *�� � �&Aj&�#�"*- �*%�- �A� &�"*�A� 
�A� j���!�"?� �#�$j?� w &���� � "6"<�- j& ">��#� �� 
/;j&�� �(0,3) "�� �"���� #=2 2 . 
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B3. �� E#&��& �� /;j&�� � "�� � ��9 j���!�"�6 &%�%>!�9, 
�� �%��� &���� &�"*�&- �A� j���!�"?� �#�$j?� z, w j&  
z =w. 


�/���� 5 

B4. N� �%�!&�'&�& *�� �� �#��A�� ��� &���� �#$��?��� "�� 
�/�/"&<>- "��, /�; /9�>3&��, �� E#&��& ��� j���!�"* 
�#�$j* u j& &�"*�� /�� j���!�"* &%�%&!� �� /;j&�� �, 

 



���� 3�� ���	
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	&��!+% 
 

 
����� 3�� ��� 5 ���	
��

>�/� ?/�& �� �&�#+%<&9#� j& "�#9F>- �� /;j&�� 
�,�,�,� �� &���� �&�#+�A��. 


�/���� 6 

 

�	
� � 

@�� "��;�* � "��&���� "��+ jB"�- �;- "�j%6<;- y= x , x .  0 
@��- %�#��;#;�B- E#�/"&��� /�; $>/; �(0,1) &�*- 
/9/�Bj���- /9��&���j>�A� �xy "�� %�#��;#&� �� "��;�* 
�%* �;� �#3B �, *%A- F���&��� /�� %�#�"+�A /3Bj�. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

��&��� *�� � #9$j*- j&��E�<B- �;- �&�j;j>�;- ��9 "��;��6 
��� "+$& 3#���"B /���jB t, t  &���� 0 m/min16)t(x ��  
 
�1. �� �%�!&�'&�& *�� ; �&�j;j>�; ��9 "��;��6, ��� "+$& 3#���"B 

/���jB t, t  !��&��� �%* ��� �6%�: 0 
     x(t)=16t 
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�2. �� �%�!&�'&�& *�� �� /;j&�� �;- "�j%6<;- j>3#� �� �%��� � 
%�#��;#;�B- >3&� �%��"B &%�FB j& �� "��;�* &���� �� �(4,2) 
"��, /�; /9�>3&��, �� 9%�<���/&�& %*/� 3#*�� !��#"&� ; 
�%��"B &%�FB. 
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�(0,1) 

 �(4,2)
 y� x

 � 

 y 

 O  x
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��

�3. �� 9%�<���/&�& �� &jE�!*� ��9 3A#��9 � %�9 
!���#+F&� ; �%��"B �"���� �� ��9 %�#��;#;�B �%* �� 
/;j&�� � j>3#� �� /;j&�� �. 
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�4. �� �%�!&�'&�& *�� 9%+#3&� 3#���"B /���jB t0� (0,
4
1 ), "��+ �;� 

�%��� ; �%*/��/; d=(��) ��9 %�#��;#;�B �%* �� "��;�* 
���&��� &<+3�/�;. 
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�� $&A#B/&�& *�� �� "��;�* � "�� � %�#��;#;�B- � &���� 
/;j&�� ��9 /9/�Bj���- /9��&���j>�A� �xy. 

 

�	
� * 


��&��� ; /9�+#�;/; f: ���, ; �%��� &���� 3 F�#>- 

%�#��A��/�j; "�� �>����, ?/�&: 

 i) )0(f1
x

)x(flim
0x

��
�

 

 ii) f�(0) < f(1)-f(0)   "��  

 iii) 0)x(f ���  ��� "+$& x� � 

*1. �� E#&��& �;� &'�/A/; �;- &F�%��j>�;- �;- �#�F�"B- 
%�#+/��/;- �;- /9�+#�;/;- f /�� /;j&�� �;- j& 
�&�j;j>�; x0=0. 


�/���� 3 

*2. �� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/; f &���� "9#�B /�� �. 

�/���� 5 

�� &%�%<>�� g(x)=f(x)–x,  x� �, �*�&: 

*3. �� �%�!&�'&�& *�� ; g %�#�9/�+M&� �<�"* &<+3�/�� "�� 

�� E#&��& �� 
)x(xg

x
0x

lim 	�
�
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���� 5�� ���	
�� – �� �
	&��!+% 
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*4 .  �� �%�!&�'&�& *�� >2 �
2

0

dx)x(f
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*5. �� �� &jE�!*� ��9 3A#��9 � %�9 %&#�"<&�&��� �%* �; 
�#�F�"B %�#+/��/; �;- /9�+#�;/;- g, ��� +'��� xx�  

"�� ��- &9$&�&- j& &'�/?/&�- x=0 "�� x=1 &���� �(�)=e–
2
5 , 

�*�& �� 9%�<���/&�& �� �<�"<B#Aj� 

�
1

0

dx)x(f  

"�� /�; /9�>3&�� �� �%�!&�'&�& *�� 9%+#3&� '� (1,2) 
�>����, ?/�&   

�
�

0

dt)t(f =2 


�/���� 6 
$*��!	� (�� ��9� �;�����DB/�9�) 

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ (;j&#�j;���, 
&'&��M*j&�� j+$;j�).  %� D�/ �/����F���  �� $>j��� /�� 
�&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� %+�A j>#�- �A� 
FA�������#+FA� �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. *�/ �H���BH���� 
/� ��F��� "�j�+ +<<; /;j&�A/;. ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� 
%�#�!?/&�& j�M� j& �� �&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�. 

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ���  /& *<� �� $>j���. 
4.  �� �#+8&�& ��- �%���B/&�- /�- D�/�  j& j%<& B D�/�  j& j�6#� 

/�9<*. �%�#&��& �� 3#;/�j�%��B/&�& j�<6E� j*�� ��� /3>!��, 
!���#+jj��� "�� %���"&-. 

5.  �� j; 3#;/�j�%��B/&�& 3�#�� j�<�j&�#>. 
6.  �+$& �%+��;/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� �%�!&"�B. 
7. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA�������#+FA�. 
8. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: 18.00  

K��� 	�!�"#!� 
 �	�$� 
�%"
��$� 
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����� 1�� ��� 4 ���	
��

��%	���%!	� 	�	���	!� �� �����  
�
	&��!$" �	%!'$" �"'	!$" '�! 	���  

($
�*� ��) 
*	"�	&� 16 
�($" 2011 

	�	��)$
	%$ 
���
�: 
���
��!'�  
�	�!'�� '�! �	#%$�$�!'�� '��	"�"%���

�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� (4) 
 

�	
� � 

A1. @/�A j�� /9�+#�;/; f �#�/j>�; /& >�� !�+/�;j� 
 "�� 
x0 >�� &/A�&#�"* /;j&�� ��9 
. �� ; f %�#�9/�+M&� 
��%�"* �"#*���� /�� x0 "�� &���� %�#��A��/�j; /�� 
/;j&�� �9�*, �� �%�!&�'&�& *��: f �(x0) = 0 
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A2. 
��&��� /9�+#�;/; f �#�/j>�; /�� �. �*�& ; &9$&�� 
y=<x+E <>�&��� �/6j%�A�; �;- �#�F�"B- %�#+/��/;- 
�;- f /�� �� ; 


�/���� 5 
A3. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, 

�������� 
�� �������� 
� �	��� 
�� ������ ��� 
����
�����	 
� ���� �����
� �� ���� �����, �� � 
�����
� �	��� 
�
��, � ��	
�, �� � �����
� �	��� 
�����
����.  

�) ��� "+$& j���!�"* �#�$j* z � 0 �#�M�9j& z0=1 

�) ��� /9�+#�;/; f:A�� <>�&��� /9�+#�;/; 1-1, *��� 
��� �%���!B%��& Ax,x 21  �/36&� ; /9�&%��A�B:  
��  x1�x2,  �*�&  f(x1) � f(x2) 

) ��� "+$& x�1=�–{x </9�x=0} �/36&�: 
x

1)x( 2��
�� ���   

�) 	/36&� *��: 1
x
 xlim

  x
�

-.
���
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����� 2�� ��� 4 ���	
��

�) �� �#�F�">- %�#�/�+/&�- C "�� C� �A� /9��#�B/&A� 
f "�� f–1 &���� /9jj&�#�">- A- %#�- �;� &9$&�� y=x 
%�9 !�3���j&� ��- �A��&- xOy "�� x�Oy�. 
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�	
� � 
@/�A �� j���!�"�� �#�$j�� z "�� w j& iz 3� , �� �%���� 
�"���%���6� ��- /3>/&�-: 

2i3zi3z ���� �   "��  
i3z

1i3zw
�

���  

B1. �� E#&��& ��� �&Aj&�#�"* �*%� �A� &�"*�A� �A� 
j���!�"?� �#�$j?� z 
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B2. �� �%�!&�'&�& *��  
i3z

1i3z
�

���  


�/���� 4 

B3. �� �%�!&�'&�& *�� � w &���� %#��j���"*- �#�$j*- "�� 
*��  22 ��� w  
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B4. �� �%�!&�'&�& *��:  zwz ��  


�/���� 6 

 

�	
� � 


��&��� ; /9�+#�;/; f : ���, !6� F�#>- %�#��A��/�j; /�� 
�, j&  ! " 0)0(f0f ��� , ; �%��� �"���%��&� �;  /3>/;: 

! " )x(fx)x(f1)x(f)x(fex ����������   

��� "+$& x�. 
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 ),xeln()x( x ���1. �� �%�!&�'&�& *��:  f  x� 


�/���� 8 
�2. �� j&<&�B/&�& �; /9�+#�;/; f A- %#�- �; j�������� "�� 

�� �"#*����. 


�/���� 3 
�3. �� �%�!&�'&�& *�� ; �#�F�"B %�#+/��/; �;- f >3&� 

�"#�E?- !6� /;j&�� "�j%B-. 
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�4. �� �%�!&�'&�& *�� ; &'�/A/;   = /9�x  >3&� 

�"#�E?- j�� <6/; /�� !�+/�;j� 

)xeln( x �

�
�
�

�
�
� /

2
,0  


�/���� 7 

 
�	
� * 


������� �� /9�&3&�- /9��#�B/&�- f, g : ���, �� �%��&- ��� 
"+$& x� �"���%���6� ��- /3>/&�-: 
 

i) f(x)>0  "��  g(x)>0 

ii) �
�

�
�

�
x

0

t2

x2 dt
)tx(g

e
e

)x(f1
 

iii) �
�

�
�

�
x t

x dt
)tx(f

e
e

)x(g

0

2

2
1  

 
*1. �� �%�!&�'&�& *�� �� /9��#�B/&�- f "�� g &���� 

%�#��A��/�j&- /�� � "�� *�� f(x) = g(x) ��� "+$& x�. 
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*2. �� �%�!&�'&�& *��: 

f(x) = ex, x� 


�/���� 4 
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*3. �� 9%�<���/&�& �� *#��: 
�
�
�

�
�
���

x
f

)x(flnlim
  x 10
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*4.  �� 9%�<���/&�& �� &jE�!*� ��9 3A#��9 %�9 
%&#�"<&�&��� �%* �; �#�F�"B %�#+/��/; �;- 
/9�+#�;/;- 

 

 

��
x

dt)t(f)x(F
1

2

��9- +'��&- x�x "�� y�y "�� �;� &9$&�� j& &'�/A/; x=1. 
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$*��!	� (�� ��9� �;�����DB/�9�) 
1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ (;j&#�j;���, 

&'&��M*j&�� j+$;j�).  %� D�/ �/����F���  �� $>j��� /�� 
�&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� %+�A j>#�- �A� 
FA�������#+FA� �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. *�/ �H���BH���� 
/� ��F��� "�j�+ +<<; /;j&�A/;. ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� 
%�#�!?/&�& j�M� j& �� �&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�. 

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ���  /& *<� �� $>j���. 
4.  �� �#+8&�& ��- �%���B/&�- /�- D�/�  j& j%<& B D�/�  j& j�6#� 

/�9<*. �%�#&��& �� 3#;/�j�%��B/&�& j�<6E� j*�� ��� /3>!��, 
!���#+jj��� "�� %���"&-. 

5.  �� j; 3#;/�j�%��B/&�& 3�#�� j�<�j&�#>. 
6.  �+$& �%+��;/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� �%�!&"�B. 
7. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA�������#+FA�. 
8. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: 10.00 %.j.  

 
'��� 	�!�"#!� 

 
 �	�$� 
�%"
��$� 
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�� 

	��%�����!'	� ��%	���%!	� 	�	���	!� 

�� ����� �
	&��!$" �	%!'$" �"'	!$" 

�	
��� 14 !$"%!$" 2012 

	�	��)$
	%$ 
���
�: 
���
��!'�  

�	�!'�� '�! �	#%$�$�!'�� '��	"�"%��� 

�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� (4) 

�	
� � 

A1. @/�A j�� /9�+#�;/; f %�#��A��/�j; /& >�� !�+/�;j� (�, E), j& 
&'��#&/; �/A- >�� /;j&�� ��9 x0, /�� �%��� *jA- ; f &���� 
/9�&3B-. �� f�(x)>0 /�� (�, x0) "�� f�(x)<0 /�� (x0, E), �*�& �� 
�%�!&�'&�& *�� �� f(x0) &���� ��%�"* j>��/�� �;- f 
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A2. �*�& !6� /9��#�B/&�- f "�� g <>������ �/&-; 

�/���� 2 

�3. �� !���9%?/&�& �� $&?#;j� Rolle. 

�/���� 6 

�4. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, 
�������� 
�� �������� 
� �	��� 
�� ������ ��� 
����
�����	 
� ���� �����
� �� ���� �����, �� � 
�����
� �	��� 
�
��, � ��	
�, �� � �����
� �	��� 
�����
����. 

 

�) � �#�F�"B %�#+/��/; �;- /9�+#�;/;- –f &���� 
/9jj&�#�"B, A- %#�- ��� +'��� x�x, �;- �#�F�"B- 
%�#+/��/;- �;- f 

 

�) � !���9/j���"B �"���� ��9 �$#��/j���- �A� 
j���!�"?� �+Ei "�� �+!i &���� �� +$#��/j� �A� 
!���9/j���"?� �"���A� ��9-. 

 

) �� &���� 0<�<1, �*�& ���
���

x�
  x

lim  
 

�) �� j�� /9�+#�;/; f !&� &���� /9�&3B- /& >�� /;j&�� 
x0, �*�& !&� j%�#&� �� &���� %�#��A��/�j; /�� x0 

 



���� 2�� ���	
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	&��!+% 
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�� 

�) @/�A f j�� /9�&3B- /9�+#�;/; /& >�� !�+/�;j�  
[�, E]. �� G &���� j�� %�#+��9/� �;- f /�� [�, E], 
�*�& 

� ��
�

�
�� )(G)(Gdt)t(f  
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�	
� � 

�&A#�6j& ��9- j���!�"�6- �#�$j�6- z, j& z{–1, ��� ��9- 

�%���9- � �#�$j*- w=
1z
1z

�
�

 &���� F����/��"*-. 

�� �%�!&�'&�& *��: 

B1. 1z �  

�/���� 7 

B2. � �#�$j*- 
4

z
1z �
�
�

�
�
� �  &���� %#��j���"*-. 
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B3. ��
�

�
��
�

�
�

21 z
1

z
1

 (z1+z2)�4, *%�9 z1, z2 !6� �%* ��9- %�#�%+�A 

j���!�"�6- �#�$j�6- z 
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B4. �� &�"*�&- �A� j���!�"?� �#�$j?� u, ��� ��9- �%���9- 

�/36&� u–ui=
w
i

–w, w{0, ��B"�9� /�;� 9%&#E�<B x2–y2=1 


�/���� 6 

�	
� � 
@/�A ; /9�&3B- /9�+#�;/; f:��� , ��� �;� �%��� �/36&�: 
 

xf(x)+1=ex, ��� "+$& x� � .  
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����� 3�� ��� 4 ���	
�� 

�1. �� �%�!&�'&�& *��  f(x)=
��

�
	



�

�
�

0x,1

0x,
x

1ex
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�2. �� �%�!&�'&�& *�� o#�M&��� ; ����/�#�F; /9�+#�;/; f–1 "�� 
�� E#&��& �� %&!�� �#�/j�6 �;-. 


�/���� 6 

�3. �� E#&��& �;� &'�/A/; �;- &F�%��j>�;- �;- �#�F�"B- 
%�#+/��/;- �;- f /�� /;j&�� � ! ")0(f,0 . ��; /9�>3&��, �� 
&���� ��A/�* *�� ; f &���� "9#�B, �� �%�!&�'&�& *�� ; 
&'�/A/;  

2f(x)=x+2, x�� 

>3&� �"#�E?- j�� <6/;. 

�/���� 8 

�4. �� E#&��& �� ! "& ')x(fn)x(x ��nlim
0  x
�

�
 


�/���� 5 

�	
� * 

@/�A ; %�#��A��/�j; /9�+#�;/; f:A�� j& �=(0,+� ), ��� 

�;� �%��� �/36�9�: 

# f(A)= ! '0,��   

# ; %�#+�A��- �;- f &���� /9�&3B- /�� (0,+� ), "��  

# 2f(x)+ ,2dt
t
1tfee

x
1x

x

1
)t(f)x(f )t(� ��

�
�

�
�
� ���

�
�

�
�
� � �   ��� "+$& x>0 

�&A#�6j& &%�/;- �; /9�+#�;/; F(x)= dtf
x

1
)t(� , x>0 

*1. �� �%�!&�'&�& *�� f(x)= �
�
�

�
�
�

�1x
x2n 2� ,  x>0 
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*2. �� �%�!&�'&�& *�� ; �#�F�"B %�#+/��/; �;- F >3&� 
j���!�"* /;j&�� "�j%B- � ! ")x(F,x 00 , x0>0, �� �%��� "�� 
�� E#&��&. ��; /9�>3&�� �� �%�!&�'&�& *�� 9%+#3&� 
j���!�"* ��(x0, E) j& E>x0, �>���� ?/�& ; &F�%��j>�; �;- 
�#�F�"B- %�#+/��/;- �;- F /�� /;j&�� M! ")(F, ��  �� &���� 
%�#+<<;<; %#�- �;� &9$&�� 

&: F(E) x–(E–1)y+2012 (E–1)=0 

�/���� 6 

*3. �� E>1, �� �%�!&�'&�& *�� ; &'�/A/; 

& ' 0
3x

)1x()1(
1x

x)(f)1()(F 35
�

�
��

�
�
�� ����

 

 >3&� j�� ��9<+3�/��� #�M�, A- %#�- x, /�� !�+/�;j� (1,3) 

�/���� 5 

*4 .  �� �%�!&�'&�& *��  

0x�,dt)t(ftdt
x
tf

x

1

x

x

2

���
�
�

�
�
� �� ��
���  


�/���� 6 
$*��!	� (�� ��9� �;�����DB/�9�) 

1.  ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ (;j&#�j;���,  
&'&��M*j&�� j+$;j�).   %� D�/ �/����F���  �� $>j��� /�� �&�#+!��.  

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� %+�A j>#�- �A� FA�������#+FA� 
�j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. *�/ �H���BH���� /� ��F��� "�j�+ +<<; 
/;j&�A/;. ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& j�M�  j& �� �&�#+!�� 
"�� �� FA�������#�F�. 

3.  �� �%���B/&�& ��� �������� ���  /& *<� �� $>j���.  
4.  �� �#+8&�& ��-  �%���B/&�-  /�- D�/�  j& j%<& B D�/�  j& j�6#� /�9<*.  

�%�#&��& �� 3#;/�j�%��B/&�& j�<6E� j*�� ��� /3>!��,  !���#+jj��� "�� 
%���"&- .  

5.  �� j; 3#;/�j�%��B/&�& 3�#�� j�<�j&�#>.  
6.  �+$& �%+��;/; �&"j;#�Aj>�; &���� �%�!&"�B.  
7.  
�+#"&�� &'>��/;- :  �#&�-  (3)  ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA�������#+FA�. 
8.  �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-:  18.30 

K��� 	�!�"#!� 
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��%	���%!	� 	�	���	!� �� �����  
�
	&��!$" �	%!'$" �"'	!$" '�! 	���  

($
�*� ��) 
*	"�	&� 28 
�($" 2012 

	�	��)$
	%$ 
���
�: 
���
��!'�  
�	�!'�� '�! �	#%$�$�!'�� '��	"�"%���

�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� (4) 
 

�	
� � 

A1. @/�A j�� /9�+#�;/; f ; �%��� &���� /9�&3B- /& >�� 
!�+/�;j� 
. �� /& "+$& &/A�&#�"* /;j&�� x ��9 

, �*�& �� �%�!&�'&�& *�� ; f &���� ��;/�A- �6'�9/� /& 
*<� �� 
 

0(x)f ��


�/���� 7 

A2. �*�& <>j& *�� j�� /9�+#�;/; f &���� /9�&3B- /& >�� 
"<&�/�* !�+/�;j� [�, E]; 


�/���� 4 
A3. @/�A /9�+#�;/; f j& %&!�� �#�/j�6 �. �*�& <>j& *�� ; 

f %�#�9/�+M&� /�� x0�A ��%�"* j>��/��; 

�/���� 4 

A4. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, 
�������� 
�� �������� 
� �	��� 
�� ������ ��� 
����
�����	 
� ���� �����
� �� ���� �����, �� � 
�����
� �	��� 
�
��, � ��	
�, �� � �����
� �	��� 
�����
����.  

�) ��� j���!�"* &%�%&!� �� &�"*�&- !6� /9M9�?� 
j���!�"?� &���� /;j&�� /9jj&�#�"+ A- %#�- ��� 
%#��j���"* +'��� 

�) ��� /9�+#�;/; f &���� 1-1, �� "�� j*�� �� ��� "+$& 
/���3&�� y ��9 /9�*<�9 ��j?� �;- ; &'�/A/; f(x)=y 
>3&� �"#�E?- j�� <6/; A- %#�- x 

) �� &���� = +� ,  �*�& f(x)<0 "���+ /�� x! "xflim
0x  x�

 0

 



���� 2�� ���	
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	&��!+% 
 

 
����� 2�� ��� 4 ���	
��

�)  ,
x	�

1)(�x 2��  x���{x �;jx=0} 

�)  ,(x)g(x)dxf[f(x)g(x)](x)dxgf(x) 
E 

� 

E 

�

E
�� � ���� *%�9 &����  g,f ��

/9�&3&�- /9��#�B/&�- /�� [�,E] 
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�	
� � 
�&A#�6j& ��9- j���!�"�6- �#�$j�6- z "�� w ��� ��9- 
�%���9- �/36�9� �� &%*j&�&- /3>/&�-: 

 4=+z +1z 22 1_   (1) 

 12= w 5_w    (2) 

B1. �� �%�!&�'&�& *�� � �&Aj&�#�"*- �*%�- �A� &�"*�A� 
�A� j���!�"?� �#�$j?� z /�� &%�%&!� &���� "6"<�- j& 
">��#� �;� �#3B �A� �'*�A� "�� �"���� # = 1 


�/���� 6 

B2. �� z1,  z2 &���� !6� �%* ��9- %�#�%+�A j���!�"�6- 
�#�$j�6- z j&  2=zz 21

_ �*�&, �� E#&��& ��  .zz 21 �  


�/���� 7 

B3. �� �%�!&�'&�& *�� � �&Aj&�#�"*- �*%�- �A� &�"*�A� 
�A� j���!�"?� �#�$j?� w /�� &%�%&!� &���� ; ><<&�8; 

j& &'�/A/;  1
4
y  

9
x  

 
22
��  "�� /�; /9�>3&�� �� E#&��& �; 

j>��/�; "�� �;� &<+3�/�; ��jB ��9  w  


�/���� 6 

B4. ��� ��9- j���!�"�6- �#�$j�6- z,w %�9 &%�<;$&6�9� ��- 
/3>/&�- (1) "�� (2) �� �%�!&�'&�& *��:   

1�  wz � �4 


�/���� 6 
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�	
� � 


��&��� ; /9�+#�;/; f(x)=(x�1) n� x�1, x>0 

�1. �� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/; f &���� ��;/�A- 
F$���9/� /�� !�+/�;j� 
1=(0,1] "�� ��;/�A- �6'�9/� 
/�� !�+/�;j� 
2=[1,+�). ��; /9�>3&�� �� E#&��& �� 
/6��<� ��j?� �;- f 


�/���� 6 

�2. �� �%�!&�'&�& *�� ; &'�/A/;  x>0 >3&� 
�"#�E?- !6� $&��">- #�M&-. 

 ,ex 20131-x �


�/���� 6 

�3. �� x1,  x2 j& x1<x2 &���� �� #�M&- �;- &'�/A/;- ��9 
&#A�Bj���- �2, �� �%�!&�'&�& *�� 9%+#3&� x0�(x1,x2) 
�>����, ?/�& 

2012)f(x)(xf 00 ���  

�/���� 6 

�4. �� E#&��& �� &jE�!*� ��9 3A#��9 %�9 %&#�"<&�&��� �%* 
�; �#�F�"B %�#+/��/; �;- /9�+#�;/;- g(x)=f(x)+1 j& 
x>0, ��� +'��� "�� �;� &9$&�� x=e   xx�


�/���� 7 

�	
� * 

@/�A ; /9�&3B- /9�+#�;/; f :(0,+�)�� ,  ; �%��� ��� "+$& 
x>0 �"���%��&� ��- /3>/&�-: 
 

#  f(x) � 0 

#  
e
xx

 f(t)dt 
21xx 

1 

2

�
 �

��

 

# x�x = �n�   f(x)edt
f(t)

tnt
 

x 

1 
��
�
�

�
�
�
�

�
�

�� �
 

*1. �� �%�!&�'&�& *�� ; f &���� %�#��A��/�j; "�� �� E#&��& 
��� �6%� �;-. 
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�� &���� f(x) = e�x( n� x�x), x>0, �*�&: 

*2. �� 9%�<���/&�& �� *#��: ! "! " ! " ! "   �
�

�
�
�

�
�

�
�

xf
xf
1

;jxflim 2

0  x
  


�/���� 5 

*3. �& �; E�B$&�� �;- ���/*�;��- n� x�x�1, %�9 �/36&� ��� 
"+$& x>0, �� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/; 

! "  dt, f(t)xF
x 

���   x>0, 

*%�9 �>0, &���� "9#�B (j��+!&- 2). ��; /9�>3&�� �� 
�%�!&�'&�& *��: 

F(x) + F(3x) > 2F(2x), ��� "+$& x>0 (j��+!&- 4). 


�/���� 6 

*4.  
��&��� � /��$&#*- %#��j���"*- �#�$j*- E>0. �� 
�%�!&�'&�& *�� 9%+#3&� j���!�"* '�(E,2E) �>���� ?/�&: 

F(E) + F(3E) = 2F(') 


�/���� 4 
$*��!	� (�� ��9� �;�����DB/�9�) 

1.  ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ (;j&#�j;���,  
&'&��M*j&�� j+$;j�).   %� D�/ �/����F���  �� $>j��� /�� �&�#+!��.  

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� %+�A j>#�- �A� FA�������#+FA� 
�j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. *�/ �H���BH���� /� ��F��� "�j�+ +<<; 
/;j&�A/;. ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& j�M� j& �� �&�#+!�� 
"�� �� FA�������#�F�. 

3.  �� �%���B/&�& ��� �������� ���  /& *<� �� $>j���.  
4.  �� �#+8&�& ��-  �%���B/&�- /�- D�/�  j& j%<& B D�/�  j& j�6#� /�9<*.  

�%�#&��& �� 3#;/�j�%��B/&�& j�<6E� j*�� ��� /3>!��,  !���#+jj��� "�� 
%���"&- .  

5.  �� j; 3#;/�j�%��B/&�& 3�#�� j�<�j&�#>.  
6.  �+$& �%+��;/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &����  �%�!&"�B.  
7.  
�+#"&�� &'>��/;- :  �#&�-  (3)  ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA�������#+FA�. 
8.  �#*��- !9���B- �%�3?#;/;- :  10.30 %.j .  
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���������	�
 �����
��
 
� ����
 �����
��� ���	�� ��	���� 

	�� ���� (����� ��) 
������� 27 ����� 2013  -  ����������� ������: 

��������	� ����	�
 	�� ��������	�
 	�������
�
 

����� 
������: ��

���
 (4) 

 
���� � 
A1. ���� f  ��� ������� ������� �� ��� ������� & '�, 	 .  �� G  ����� 

��� ��������� �� f  ��� & '�, 	 ,  ���� �� ���������� ���:   

! " ! " ! "
	

�
f t dt G 	 G �� ��  

������� 7 
A2. !� ������"���� �� #�"��� $��� %���� ��� &��'������ *������� 

(#.$.%.)  
������� 4 

A3. +��� /��� ��� ��� ������� f  ����� ����������� �� ��� �/����� 
������� & '�, 	  ��� ������ ������� ��; 

������� 4 
A4. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, �������� 
�� 

�������� 
� �	��� 
�� ������ ��� ����
�����	 
� ���� �����
� �� 
���� �����,  �� � �����
� �	��� 
�
��, � ��	
� ,  �� � �����
� �	��� 
�����
����.  

!) 5 ������ 0z z �, �>0� �  ���������� ��� ���/� �� ������ �� 

����� ! "0K z  ��� ������ 2� , ���� 0z, z  ��������� �������. 

") �� ! "
0x x

lim f x 0
�

� , ���� ! "f x 0�  ����� ��� 0x  

#) 6����� ���:  �x x�   ��� ���� x �  

�) 6����� ���:  
x 0

��� x 1lim 1
x�

�
�  

�) $�� ������� ������� f  ������� ������ �� ������ ��� �� 
���������� ��� ����� �� ���������� ��7�� �� f  ����7��� �� ����� 
������� ��. 

������� 10 



���� 2�� ���	
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����� 2�� ��� 4 ���	
�� 

 
���� � 
 

#������� ���� ���������� �������� z  ��� ���� ������� ������: 

! " ! "z 2 z 2 z 2 2� � � � �  

B1. !� ���������� ��� � ����������� ����� ��� ������� ��� �������"� z , 
����� ���/�� �� ������ ! "K 2,0  ��� ������ � 1�    (������� 5) 

 9� ��������, ��� ���� �������� z  ��� ������ ���� �������� 
���������� ����, �� ���������� ��� z 3�   (������� 3) 

������� 8 

B2. �� �� ��������� ������� 1 2z ,  z  ��� ������� ���� �������� 	
��
���� 

���� 
��� ���
� ��� 
������� 2w 	w � 0� � � , �
 w  �	���� �����, 
	,� ,�  ��  

! " ! "1 2z z 2� �Im Im  

���
 �� ����
��
�
 ��: 

	 4� �    ��   � 5�  

������� 9  

B3. #������� ���� ���������� �������� 0 1 2� ,  � , �  �� ������ ������� ���� 
���������� ���� ��� ���������� �1. �� � ��������� ������� v  
���������� � ����: 

3 2
2 1 0v � v � v � 0� � � �  

 ���� �� ���������� ���: 

v 4�  

������� 8 

����  
 
#������� � �� ����������� f,g :� �� ,  �� f  ����������� ������� 
"���:  

#  ! "! " ! "! "f x x f x 1 x�� � � ,    � �� ���� x �  

#  ! "f 0 1�   ���  

#  ! "
2

3 3xg x x 1
2

� � �    



���� 3�� ���	
�� – �� ������	��  
 

 
����� 3�� ��� 4 ���	
�� 

 
1. !� ���������� ���: 

! " 2f x x 1 x� � � ,  x �  
������� 9 

2. !� 	����� �� �/���� ��� ���������"� ��7"� �� �������  

! "! "f g x 1�  
������� 8 

3. !� ���������� ��� ������� ���/������� ��� 0
�x 0, 
4

� � � �
� �

 ������, "���: 

! " 0 0

0

0

�x 4

�f t dt f x �' x
4�

� �� �� �
� ��  

������� 8 
 

���� � 

���� ! "f : 0, �� � �  ��� ����������� ������� ��� �� ����� �������: 
 

#  5 f�  ����� ������ ������� ��� ! "0, � �  

# ! "f 1 1�  

# 
! " ! "

h 0

f 1 5h f 1 h
lim 0

h�

� � �
�  

#������� ����� � �������  

! " ! "
x

�

f t 1
g x dt

t 1
�

�
�� ,    ! "x 1, � �   ���  � 1�  

!� ���������� ���: 

�1. ! "f 1 0� �  (������� 4), ���"� ����� ���  f  ��������7�� �/������ ��� 

0x 1�    (������� 2). 
������� 6 

�2.  g  ����� ������ ������� (������� 3), ��� �� ��������, �� /����� �� 
������ ��� �  

2 4

2 4

8x 6 2x 6

8x 5 2x 5
g(u)du g(u)du

� �

� �

�� �       (������� 6) 

������� 9 
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�3.  g  ����� �����, ���"� ����� ���  ������  

! " ! " ! "! " ! "
x

�

f t 1
� 1 dt f � 1 x � , x 1

t 1
�

� � � � �
��  

 ���� ����	"� ��� /��. 
������� 10 

 
 
 
 

�����
 (#$! %�&� �'�%!*�+,��&�) 
 

1.  9�� ��"'�//� ��� ��������� �� ���?��� �� �����7����� �����. 9�� 
��"'�//� ����-���� �� ����/�"���� �� ������� ������ �� �����. 
9�� ���� ��� ��������"� ��� �� ���?��� ����-���� �� 
�������� ���  �� �����7����� �����. !� �� ��� ����?��� �� 
������ ��� �������� ���  �! +/� #5�;�%�  ������� ���� ���������� 
��� �� ����� ���. 

2. !� ���?��� �� ��������"���� ��� ��� ���� ����� ��� '����������'�� 
������ ��/�� ��� ����������. %���� ����"���� ��� ���� ��� ������ 
��� �� 	����/������ �� ����� ��������. @��� �� ����"��� ��� 
�� �����"���� ��7�  �� �� �������� ���  �� '����������'�. 

3. !� ���������� <%� %�%5��$= <!�  �� �/� �� ������  +=��  �� ��/� � 
+=��  �� ����� ���/� �� ��/���  ��� ��� �	���� .  $�/�	� ����������� ,  
���  ���� ��� �������,  � ���������� �/�. 

4. @��� ������ ����������� ���������� � ����  ��������.  
5. &������� �������: ����� (3) "��� ���� � ������� ��� 

'����������'��. 
6. A����� ������� ����"���: 10.00 �.�.  
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	�� ���� (����� ��) 
������� 2 IOYNIOY 2014  -  ����������� ������: 

��������	� ����	�
 	�� ��������	�
 	�������
�
 

����� 
������: ��

���
 (4) 

 
 
���� � 

A1. ���� ��� ������� f  ������� �� ��� ������� & . �� 

#   f  ����� ������� ��� &  ��� 

#  f (x) 0� �
 
��� ���� ��������� ����� x  ��� & , 

���� �� ���������� ���  f  ����� ������� �� �/� �� ������� & . 

������� 8 

A2. ���� ��� ������� f  ������� �� ��� ������� &
 
��� ����������� 

��� ��������� ��� & . +��� /��� ���  ������� f  ����'�� �� ���/� 

���� �� ���� � ����� ���/ ��� & ; 
������� 4 

A3. ���� ��� ������� f  �� ����� ������� A . +��� /��� ���  f  

��������7�� ��� 0x �  (�/���) �������, �� ! "0f x ; 

������� 3 
A4. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, �������� 
�� 

�������� 
�, �	��� 
�� ������ ��� ����
�����	 
� ���� �����
�, �� 
���� �����,  �� � �����
� �	��� 
�
��, � ��	
� ,  �� � �����
� �	��� 
�����
����.  

!) C�� ����  z�   ������  z z 2� � Im(z)
 (������� 2) 

") �� ! "
0x x

lim f x
�

� ��   � �� ,  ����  
! "0x x

1lim 0
f x�

�   

(������� 2) 

 

 



���� 2�� ���	
�� – �� ������	��  
 

 
����� 2�� ��� 4 ���	
�� 

 

#) �� ��� ������� f  ��������7��  (�/���) �������, ���� ���� �� 

����� �� ����/����� ��� �� ������ �� �������. 

(������� 2) 

�) ��   ������� f  ����� ������� �� ��� ������� &
 
��� �, 	, � &,

 
���� ������  

	 � 	

� � �
f(x)dx f(x) dx f(x) dx� �� � �  

(������� 2) 

�) ���� ������� f  ������� �� ��� ������� &
 
��� ����������� 

�� ���� ��������� ����� ��� & . ��  ������� f
 
����� ������ 

'������� ��� & , ����  ��������� �� ����� ����������� 

������� ��� ��������� ��� & . 

      (������� 2) 
������� 10 

���� � 
 
&������  ������ 

22 z (z z)i 4 2i 0, z� � � � � �  

B1. !� /����� �� �������� ������. 
������� 9 

B2. �� 1z =1+i  ��� 2z =1- i  ����� �� ��7�� �� �������� �������, ���� �� 
����
��
�
 �� � ������ 

39

1

2

zw 3
z

� �
� � �

� �
  


��� ���� �
 3i�  

������� 8  
B3. !� 	����� �� ���������� ���� ��� ������� ��� �������"� �����"� u  ��� 

���� ������� ������ 

1 2u w 4z z i� � � �  

���� 1 2w, z , z  �� ��������� ������� ��� ����������  I2. 

������� 8 
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&������   �������  
xx xh( ) x ,( 1) � � �� �n e  

   
1. !� ��/������� �� h  �� ���� �� ��������. 

������� 5 
2. !� /����� �� ������  

2 (x)h( h )
1

�
�

�
ee e    ,  x�  

������� 7 

3. !� 	����� �� ���7����� �������� �� ���'���� ��������� �� h  ��� 

�� , ���"� ��� �� �/���� ��������� �� ��� �� . 

������� 6 

4. &������  ������� ! "x 2'(x) h(x) ,� � �ne    x�  

 !� 	����� �� ��	���� ��� ������ ��� �����/������ ��� � ���'��� 

�������� �� '(x) , ��� ����� x ' x  ��� �� ������ x 1�  
������� 7 

 

 
���� � 

&������  ������� ! "

x 1 , �� x 0
xf x

1 , �� x 0


 �
���� 	

� ���

e

 

�1. !� ���������� ���  f  ����� ������� ��� ����� 0x 0�  ���, �� ��������, 

��� ����� ������ �������. 

������� 7 
�2. &������ ����/��� ���  f  ����� �����. 
 

!) !� ���������� ���  ������  

1

2 (x)f

f(u) du 0
�

��  

���� ����	"� ��� /��,  ����� �����   x 0�         (������� 7) 
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") ��� �/��� ����� M  ������ � ������� ������ t 0�  ��� ��� ����� 

! "0 0A x , x )f(  �� 0x 0�  ��� �������� ���� ����� �� �����/� 

0y f(x), x x�   �� x x(t), y y(t), t 0� �  . 9� ���� ����� �� 

�����/� � ������ ����	�/�� �� �������� x(t) ��� ������ M  �����  

���/����� ��� ������ ����	�/�� �� ��������� ��� y(t) , �� ��������  

��� x '(t) 0�  ��� ���� t 0 . 

       (������� 4) 
 

������� 11 
�3. #������� � ������� 

! " ! " ! "2 2g(x) x f(x) 1 x 2 , x 0,� � � �  � �e  

!� ���������� ���  ������� g  ���� ��� ������ �����"� �/������� ��� 
��� ��� ������� ��������. 

������� 7 
 

�����
 (#$! %�&� �'�%!*�+,��&�) 
 

1.  
%� �'?@&CC� ��� ���������  �� ���?��� �� �����7����� �����. 
%� 
�<?@&CC� D��E-D��E �� ����/�"���� �� ������� ������ �� 
�����. 
%/� !5FG %E� !D!�%G<�?� <!�  �� ���?��� ����-���� 
�� �������� ���  �� �����7����� �����. �! +/� !�%$#5�;�%�  �� 
������ ��� �������� ���  �! +/ #5�;�%�  ������� ���� ���������� ��� 
�� ����� ���. 

2. !� ���?��� �� ��������"���� ��� ��� ���� ����� ��� '����������'�� 
������ ��/�� ��� ����������. �&F=� </+�$?<�$� <!� D��E <%! 
H,+!%! ��� H! "!H+�C�#/H�J� <� L!+M! D�5MD%E</. @��� �� 
����"��� ��� �� �����"���� ��7�  �� �� �������� ���  �� 
'����������'�. 

3. !� ���������� <%� %�%5��$= <!�  �� �/� �� ������  +=��  �� ��/� � 
+=��  �� ����� ���/� �� ��/���  ��� ��� �	���� .  $�/�	� ����������� ,  
+=��  �� �� 7����   ��'"��, ���  +=��  � �� �������,  � ���������� 
�/�. 

4. @��� ������ ����������� ���������� � ����  ��������.  
5. &������� �������: ����� (3) "��� ���� � ������� ��� 

'����������'��. 
6. A����� ������� ����"���: 10.00 �.�.  
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 ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ  
Γ΄ ΤΑΞΗΣ ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ  

ΠΑΡΑΣΚΕΥΗ  12 ΙΟΥΝΙΟΥ 2015 
 ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  
ΣΥΝΟΛΟ ΣΕΛΙΔΩΝ: ΤΕΣΣΕΡΙΣ (4) 

 
 
ΘΕΜΑ Α 
A1. Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αν η F είναι μια 

παράγουσα της f στο Δ, τότε να αποδείξετε ότι:  

 όλες οι συναρτήσεις της μορφής G(x) F(x) c, cF(x) c, c  είναι 

παράγουσες της f στο Δ, και 

 κάθε άλλη παράγουσα G της f στο Δ παίρνει τη μορφή 

G(x) F(x) c, c .F(x) c, c . 

Μονάδες 7 

A2. Πότε μια συνάρτηση f :A  λέγεται συνάρτηση 1-1; 

Μονάδες 4 

A3. Πότε η ευθεία 0x x0x  λέγεται κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής 

παράστασης μιας συνάρτησης f;  

Μονάδες 4 
A4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που  ακολουθούν, γράφοντας στο 

τετράδιό σας δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη 
Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι 
λανθασμένη.  

α) Αν z , τότε 
νν (z)(z ) ν(z) , όπου ν θετικός ακέραιος. 

β) Αν οι συναρτήσεις f, g έχουν όριο στο 0x  και ισχύει f(x) g(x)g(x) 
κοντά στο 0x , τότε 

0 0x x x x
lim f(x) lim g(x)

0 0x x x0

im f(x) lim x)lim g(xlim g(x  

γ) Αν 
0x x

lim f(x) ,
0x

im f(x , τότε f(x)>0 κοντά στο 0x  

δ) Υπάρχει πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού μεγαλύτερου ή ίσου του 2, 

της οποίας η γραφική παράσταση έχει ασύμπτωτη. 



ΑΡΧΗ 2ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ – Γ΄ ΗΜΕΡΗΣΙΩΝ  
 

 
ΤΕΛΟΣ 2ΗΣ ΑΠΟ 4 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

ε) Αν f είναι μία συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα [α,β]  και G είναι 

μία παράγουσα της f στο [α,β], τότε πάντοτε ισχύει: 

β

α
f(t)dt G(α) G(β)G(β)

β

α
f(t)dt G(α)  

Μονάδες 10 

 
ΘΕΜΑ Β 

Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς z , w  για τους οποίους ισχύουν: 

 
2 2z 3i 18 z 32 23i 18 z 32

 

 mw i (w) 1i (w) 1(w)m     

 
B1. Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών 

αριθμών z είναι η ευθεία με εξίσωση x y 3 0y 3 0   

Μονάδες 9 

B2. Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών 

αριθμών w είναι η παραβολή με εξίσωση 21y x
4

21 x
4

 

Μονάδες 9 

B3. Για τους παραπάνω μιγαδικούς αριθμούς z, w να βρείτε την ελάχιστη 

τιμή του μέτρου z ww .  

Μονάδες 7 

ΘΕΜΑ Γ 
 

Δίνεται η συνάρτηση  x 1f ( x ) e lnx, x (0, )xe lnx, x (0, )x 1 lnx1  

Γ1. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f  ως προς τη μονοτονία και να βρείτε το 

σύνολο τιμών της.  

 Μονάδες 6  



ΑΡΧΗ 3ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ – Γ΄ ΗΜΕΡΗΣΙΩΝ  
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Γ2. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης g με 

2
h ( x )

1
g(x) t 1 dt,

1

h ( x )
2

( )

1
t 1 dt,2

 

όπου 2h(x) f(x 1) f(2) 12f(x 1) f(2) 12 .  
Μονάδες 6  

Γ3. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 

1f f ( x ) 1
2
11f (x )f ( x ) 11 11
2

f (x )
2

1
2  

έχει ακριβώς δύο θετικές ρίζες 1 2x ,x   
   Μονάδες 6 

Γ4. Αν για τις ρίζες 1 2x ,x  του ερωτήματος Γ3 ισχύει ότι 1 2x x ,2x ,2  τότε να 

αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό 1ξ (x ,1)1(x ,1)1  τέτοιο, ώστε η εφαπτομένη 

της γραφικής παράστασης της f στο σημείο ξ , f(ξ)( )  να διέρχεται από το 

σημείο 
3Μ 0 ,
2
30 30
2

0 ,
2

 

Μονάδες 7  
 

ΘΕΜΑ Δ 

Έστω μια παραγωγίσιμη συνάρτηση  f : (0, ))  για την οποία ισχύει: 

2(x x) f (x) x f(x) 1,x) f (x) x f(x) 1,(x) x f(  για κάθε x (0, )(0, )  

 

Δ1. Nα αποδείξετε ότι  
lnx , 0 x 1

f(x) x 1
1 , x 1

lnx x 10lnx 00 x0
xx

, 0
1

,
1

11 , x1 , x
 

Μονάδες 6  
Δ2. Να αποδείξετε ότι 

x 1

11
x

f(t)f(t)dt dt ,
t

x 1

11
x

f(t)f(t)dt dt ,
t1

1 f(t)
1

f(t)
t

για κάθε x (0, )(0, )  

Μονάδες 4  
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Δ3. α. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 

1
x

1

f(t)g(x) dt, x (0, )
t

, )
1

1 f(t)
t

x
1

f(t) dt, x (0x
1

f(t)
t  

  είναι κοίλη.            (μονάδες 5) 

β. Έστω Ε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 
παράσταση της g, την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της g 
στο σημείο που η γραφική παράσταση της g τέμνει τον άξονα x xx  
και την ευθεία x 3.3. Να αποδείξετε ότι E 2.2.                (μονάδες 4)  

Μονάδες 9  

Δ4. Να αποδείξετε ότι  
x x

1 1
x x

1f(t) dt t f(t) dt ,
x

x x

1 1
x x

1f(t) dt t f(t) dt ,
x 1

x1 t1
1

 για κάθε x (0, )(0, )  

 Μονάδες 6  
 

 
 

 
ΟΔΗΓΙΕΣ (για τους εξεταζομένους) 

 
1. Στο εξώφυλλο του τετραδίου να γράψετε το εξεταζόμενο μάθημα. Στο 

εσώφυλλο πάνω-πάνω να συμπληρώσετε τα ατομικά στοιχεία μαθητή. Στην 
αρχή των απαντήσεών σας να γράψετε πάνω-πάνω την ημερομηνία και το 
εξεταζόμενο μάθημα. Να μην αντιγράψετε τα θέματα στο τετράδιο και να μη 
γράψετε πουθενά στις απαντήσεις σας το όνομά σας.  

2. Να γράψετε το ονοματεπώνυμό σας στο πάνω μέρος των φωτοαντιγράφων 
αμέσως μόλις σας παραδοθούν. Τυχόν σημειώσεις σας πάνω στα θέματα 
δεν θα βαθμολογηθούν σε καμία περίπτωση. Κατά την αποχώρησή σας να 
παραδώσετε μαζί με το τετράδιο και τα φωτοαντίγραφα.  

3. Να απαντήσετε στο τετράδιό σας σε όλα τα θέματα μόνο με μπλε ή μόνο με 
μαύρο στυλό με μελάνι που δεν σβήνει. Μολύβι επιτρέπεται, μόνο αν το 
ζητάει η εκφώνηση, και μόνο για πίνακες, διαγράμματα κλπ. 

4. Κάθε απάντηση επιστημονικά τεκμηριωμένη είναι αποδεκτή.  
5. Διάρκεια εξέτασης: τρεις (3) ώρες μετά τη διανομή των φωτοαντιγράφων.  
6. Ώρα δυνατής αποχώρησης: 18:00  
 

 
ΣΑΣ ΕΥΧΟΜΑΣΤΕ KΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ  

 
ΤΕΛΟΣ ΜΗΝΥΜΑΤΟΣ 



ΑΡΧΗ 1ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ – Γ΄ ΗΜΕΡΗΣΙΩΝ  
 

 
ΤΕΛΟΣ 1ΗΣ ΑΠΟ 4 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 
Γ΄ ΤΑΞΗΣ ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΚΑΙ ΕΠΑΛ (ΟΜΑΔΑ Β΄) 
ΔΕΥΤΕΡΑ 25 ΜΑΪΟΥ 2015   

  ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  

ΣΥΝΟΛΟ ΣΕΛΙΔΩΝ: ΤΕΣΣΕΡΙΣ (4) 
 

 
ΘΕΜΑ Α 

A1. Έστω μια συνάρτηση  f , η οποία είναι ορισμένη σε ένα κλειστό 

διάστημα [α,β] . Αν 

 η  f  είναι συνεχής στο [α,β]  και  

 f(α) f(β),f(β),
 
  

τότε να αποδείξετε ότι  για κάθε αριθμό η μεταξύ των f(α)  και f(β)

υπάρχει ένας τουλάχιστον  0x (α,β),(α,β),  τέτοιος ώστε 0f(x ) η. 

Μονάδες 7   

A2. Έστω μια συνάρτηση f  και 0x ένα σημείο του πεδίου ορισμού της. Πότε 

θα λέμε ότι η  f   είναι συνεχής στο 0x ;  

Μονάδες  4  

A3. Έστω μια συνάρτηση  f  με πεδίο ορισμού A . Πότε  λέμε ότι η f  
παρουσιάζει στο 0x ΑΑ  τοπικό  ελάχιστο;  

Μονάδες  4  
A4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο 

τετράδιό σας,  δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση , τη 
λέξη Σωστό,  αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι 
λανθασμένη.  

α)  Αν για δύο συναρτήσεις f , g ορίζονται οι  συναρτήσεις fog και gof, 
τότε ισχύει πάντοτε ότι fog = gof.

 
β)  Η διανυσματική ακτίνα της διαφοράς των μιγαδικών α βiβi  και 

γ δiδi  είναι η διαφορά των διανυσματικών ακτίνων  τους .  

γ) Για κάθε x  ισχύει ότι συν x ημx.( )) ημημx. 



ΑΡΧΗ 2ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ – Γ΄ ΗΜΕΡΗΣΙΩΝ  
 

 
ΤΕΛΟΣ 2ΗΣ ΑΠΟ 4 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

δ)  Έστω f μία συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα  [α,β]. Αν ισχύει 

ότι f(x) 00  για κάθε x [α,β][α,β]  και η συνάρτηση f δεν είναι παντού 

μηδέν στο διάστημα αυτό , τότε 
β

α
f(x)dx 0.

β

α
f(x)dx 0. 

 

ε)  Αν 
0x x

lim f(x) 0
0x

im f(x 0  και f(x) 00  κοντά στο 0x ,  τότε 
0x x

1lim .
f(x)0x

im
f(

.  

       
Μονάδες  10  

ΘΕΜΑ Β 
 
Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς z για τους οποίους ισχύει: 

|z 4 | 2 | z 1|.4 | 2 | z 1|.  

B1. Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων αυτών των 
μιγαδικών αριθμών z είναι κύκλος με κέντρο την αρχή  των αξόνων και 
ακτίνα ρ=2. 

Μονάδες 7  

B2. Έστω 1 2

2 1

2z 2zw ,
z z

1 22z 2z1 ,1 2

 
όπου 1 2z , z  δύο μιγαδικοί αριθμοί του ερωτήματος 

Β1. 
 Να αποδείξετε ότι: 

α) Ο w είναι πραγματικός και  
(μονάδες 4) 

β) - 4 w 4.w 4. 
(μονάδες 7) 

Μονάδες 11   

B3. Αν w - 4,- 4, όπου w είναι ο μιγαδικός αριθμός του ερωτήματος Β2, να 

βρείτε τη σχέση που συνδέει τους μιγαδικούς αριθμούς 1 2z , z  και να 

αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές τις εικόνες 1 2 3A(z ), B(z ), Γ(z )
των μιγαδικών αριθμών 1 2z , z  και 3z , με 3 1z 2iz ,12iz ,1  είναι ισοσκελές. 

Μονάδες 7  

 
 
 
 



ΑΡΧΗ 3ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ – Γ΄ ΗΜΕΡΗΣΙΩΝ  
 

 
ΤΕΛΟΣ 3ΗΣ ΑΠΟ 4 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

ΘΕΜΑ Γ 

Δίνεται  η συνάρτηση 
 

x

2
ef(x) , x

x 1
e , x2
e
22 1

, x
1

. 
 
 

   
Γ1. Να μελετήσετε την f  ως προς τη μονοτονία και να αποδείξετε ότι το 

σύνολο τιμών της είναι το διάστημα (0, )) . 
Μονάδες 6  

Γ2. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση   

2
3 x 2 ef e (x 1)

5
( )x 2x 2 e

5
)(x 1)

2
(

   
 

         έχει στο σύνολο των πραγματικών αριθμών μία ακριβώς ρίζα.  
 
 

Μονάδες 8  
Γ3. Να αποδείξετε ότι  

4x

2x
f(t)dt 2x f(4x)x f(4x

4x

2x
f(t)dt 2x  

για κάθε x 00 .  
Μονάδες 4  

Γ4. Δίνεται η συνάρτηση     
4x

2x

1 , x 0
g(x) x

2 , x 0

f(t)dt
41 01

xx
022

, x(t)dt
4x

f(
4x

f(
xx
f(

2x2x  

 Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g  είναι γνησίως αύξουσα στο [0, )) . 

Μονάδες 7  
 
ΘΕΜΑ Δ  

Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f :  για την οποία ισχύουν: 
 f(x) f(x)f (x) e e 2))(x) f(x)ef(x) 2f(x)f(x))ef(x) e 2f(x)  για κάθε x  και 

 f(0) 0.0. 

Δ1. Να αποδείξετε ότι  2f(x) n x x 1( ))2 12((n(( 2x x2 , x . 

Μονάδες 5  

Δ2. α) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η συνάρτηση f είναι κυρτή ή κοίλη  
και να προσδιορίσετε το σημείο καμπής της γραφικής παράστασης της f. 

(μονάδες 3) 



ΑΡΧΗ 4ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ – Γ΄ ΗΜΕΡΗΣΙΩΝ  
 

 
ΤΕΛΟΣ 4ΗΣ ΑΠΟ 4 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη 
γραφική παράσταση της συνάρτησης f , την ευθεία y xx  και τις ευθείες 
x 00 και x 11. 
       (μονάδες 4) 
 

Μονάδες 7  
Δ3. Να υπολογίσετε το όριο:  

x 0

x 2
0

f (t)dt
lim e 1 n f(x) .| |m

0

x

eee 1e 1 .
x 2f (t)dt2f (t)dt2
0

( )
0

( )
0

f (t)dtf (t)dt
11 |(x) ||n |f(|| (x)n f(| |( )( )(x)| ((n f(

 
Μονάδες 6 

Δ4. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση:  

2 2x 2 x

0 0
1 3 f(t )dt 8 3 f (t)dt

0
x 3 x 2

2
3

0
3 x 2

0
2

0

xxx 2 2x x

0
f(t )dt 8 3 f (t)dt2 2

0
2x 2 2f(t2

0 00
8 3 f (t)dt

0 0  

έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (2,3). 
Μονάδες 7  

  
 

ΟΔΗΓΙΕΣ (για τους εξεταζομένους)  
 

1. Στο εξώφυλλο  του τετραδίου  να γράψετε το εξεταζόμενο μάθημα. Στο 
εσώφυλλο πάνω -πάνω να συμπληρώσετε τα ατομικά στοιχεία 
μαθητή. Στην αρχή των απαντήσεών σας  να γράψετε πάνω -πάνω 
την ημερομηνία και  το εξεταζόμενο μάθημα. Να μην αντιγράψετε  τα 
θέματα στο τετράδιο και  να μη γράψετε  πουθενά στις απαντήσεις σας 
το όνομά σας.  

2. Να γράψετε το ονοματεπώνυμό σας στο πάνω μέρος των φωτοαντιγράφων 
αμέσως μόλις σας παραδοθούν. Τυχόν σημειώσεις σας πάνω στα 
θέματα δεν θα βαθμολογηθούν σε καμία περίπτωση . Κατά την 
αποχώρησή σας να παραδώσετε μαζί  με το τετράδιο και  τα 
φωτοαντίγραφα.  

3. Να απαντήσετε στο τετράδιό σας  σε όλα τα θέματα  μόνο  με μπλε ή 
μόνο  με μαύρο στυλό με μελάνι  που δεν σβήνει .  Μολύβι  επιτρέπετα ι,  
μόνο  αν το ζητάει  η εκφώνηση, και  μόνο  για πίνακες,  δ ιαγράμματα 
κλπ .  

4. Κάθε απάντηση επιστημονικά τεκμηριωμένη ε ίναι  αποδεκτή.  
5. Διάρκεια εξέτασης:  τρεις (3) ώρες μετά τη διανομή των 

φωτοαντιγράφων.  
6. Χρόνος δυνατής αποχώρησης: 10.00 π.μ.  
 

 
ΣΑΣ ΕΥΧΟΜΑΣΤΕ KΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ  

 
ΤΕΛΟΣ ΜΗΝΥΜΑΤΟΣ 



ΑΡΧΗ 1ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ – ΝΕΟ & ΠΑΛΑΙΟ ΣΥΣΤΗΜΑ 
ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ Γ΄ ΗΜΕΡΗΣΙΩΝ  

 

ΤΕΛΟΣ 1ΗΣ ΑΠΟ 4 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 
Γ΄ ΤΑΞΗΣ ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ ΚΑΙ ΕΠΑΛ (ΟΜΑΔΑ Β΄) 

ΠΕΜΠΤΗ 9 ΙΟΥΝΙΟΥ 2016  -    ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ (ΝΕΟ ΣΥΣΤΗΜΑ) & ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ (ΠΑΛΑΙΟ ΣΥΣΤΗΜΑ) 

ΣΥΝΟΛΟ ΣΕΛΙΔΩΝ: ΤΕΣΣΕΡΙΣ (4) 
 

 
ΘΕΜΑ Α 
A1. Έστω μια συνάρτηση f  ορισμένη σε ένα διάστημα Δ και ox  ένα εσωτερικό σημείο 

του Δ. Αν η f  παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο ox  και είναι παραγωγίσιμη στο 
σημείο αυτό, τότε να αποδείξετε ότι of (x ) 0(x )o 0 .  

Μονάδες 7  
 

A2. Να διατυπώσετε το κριτήριο παρεμβολής. 
Μονάδες 4 

 

A3. Πότε λέμε ότι η ευθεία y  είναι οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης 

της συνάρτησης f  στο ; 
Μονάδες 4  

 
A4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας, 

δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση 
είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασμένη.  

α) 
x 0

συν x 1lim 1
x0

im 11 11. 

β) Αν f(x) ln xln x  για κάθε x 00 , τότε 
1f (x)
x
1(x) 1

 για κάθε x 00 . 

γ) Αν μια συνάρτηση f  δεν είναι συνεχής στο ox , τότε η f  δεν είναι 
παραγωγίσιμη στο ox . 

δ) Υπάρχει πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού ν 22 , η οποία έχει ασύμπτωτη. 

ε) Για κάθε συνάρτηση f , συνεχή στο [α,β] , ισχύει: 

αν 
β

α

f(x) dx > 0
β

f(x) dx > 0  , τότε f(x) 00 στο [α,β] . 

Μονάδες 10  

 
  



ΑΡΧΗ 2ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ – ΝΕΟ & ΠΑΛΑΙΟ ΣΥΣΤΗΜΑ 
ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ Γ΄ ΗΜΕΡΗΣΙΩΝ  

 

ΤΕΛΟΣ 2ΗΣ ΑΠΟ 4 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

ΘΕΜΑ Β
Δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης f . 

 
B1. Να βρείτε το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών της f . 

Μονάδες 2 
B2. Να βρείτε, αν υπάρχουν, τα παρακάτω όρια. 

 α) 
x 1
lim f(x)

1
im f(x

1
 β) 

x 3
lim f(x)

3
im f(x

3
  

 γ) 
x 5
lim f(x)

5
im f(x

5
 δ) 

x 7
lim f(x)

7
im f(x

7
 ε) 

x 9
lim f(x)

9
im f(x

9
 

 Για τα όρια που δεν υπάρχουν να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 
Μονάδες 7 

B3. Να βρείτε, αν υπάρχουν, τα παρακάτω όρια. 

 α) 
x 2

1lim
f(x)2

im
f(x  β) 

x 6

1lim
f(x)6

im
f(x  γ) 

x 8
lim f(f(x))

8
im f(f

8
  

 Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 
Μονάδες 9 

B4. Να βρείτε τα σημεία στα οποία η f  δεν είναι συνεχής. 
 Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

Μονάδες 3 

B5. Να βρείτε τα σημεία ox  του πεδίου ορισμού της f  για τα οποία ισχύει of (x ) 0(x )o 0 . 
 Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

Μονάδες 4 



ΑΡΧΗ 3ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ – ΝΕΟ & ΠΑΛΑΙΟ ΣΥΣΤΗΜΑ 
ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ Γ΄ ΗΜΕΡΗΣΙΩΝ  

 

ΤΕΛΟΣ 3ΗΣ ΑΠΟ 4 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

ΘΕΜΑ Γ
Δίνεται η συνάρτηση f :  με 3f(x) x3x . 
Γ1. Να  αποδείξετε  ότι  η  f   είναι  συνάρτηση  1-1  (μονάδες 2) και  να βρείτε  την  

αντίστροφη συνάρτηση 1f 1 (μονάδες 4). 
Μονάδες 6 

Γ2. Να αποδείξετε ότι για κάθε x 00  ισχύει: 

31f(ημx) f(x x )
6

31f(x x )31
6

. 

Μονάδες 9  
 

Γ3. Ένα σημείο Μ κινείται κατά μήκος της καμπύλης 3y x , x 03x , x 03  με x x(t)x(t)  και 

y y(t)y(t) . Να βρείτε σε ποιο σημείο της καμπύλης ο ρυθμός μεταβολής της 

τεταγμένης y(t)  του Μ είναι ίσος με το ρυθμό μεταβολής της τετμημένης x(t) , αν 

υποτεθεί ότι x (t) 0x (t) 0  για κάθε t 00 .  
Μονάδες 4 

Γ4. Αν g :  είναι συνεχής και άρτια συνάρτηση, να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
1

-1
f(x) g(x) dx 

1

1
f(x) g(x) dx . 

Μονάδες 6 
 

ΘΕΜΑ Δ 
Δίνεται η συνάρτηση  

lnx 1 ,0 x 1
x

f(x) 1 ,x 1
lnx ,x 1
x 1

lnx ,0 x 11
x

11
xx

,x 111
lnxlnxlnx 1,x
x 11

 

Δ1. Να δείξετε ότι η f  είναι συνεχής στο (0, ))  (μονάδες 3) και να βρείτε, αν 
υπάρχουν, τις κατακόρυφες ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της f . 
(μονάδες 2) 

Μονάδες 5  

 
Δ2. Να αποδείξετε ότι το ox 11 είναι το μοναδικό κρίσιμο σημείο της f . 

Μονάδες 8 
 

Δ3. i)  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) 00  έχει μοναδική ρίζα στο (0, )) . 
(μονάδες 3) 



ΑΡΧΗ 4ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ – ΝΕΟ & ΠΑΛΑΙΟ ΣΥΣΤΗΜΑ 
ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ Γ΄ ΗΜΕΡΗΣΙΩΝ  

 

ΤΕΛΟΣ 4ΗΣ ΑΠΟ 4 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

 ii)  Αν Ε είναι το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 
παράσταση της f , τον άξονα των x  και τις ευθείες x 11 και ox xox , όπου ox  
η μοναδική ρίζα της εξίσωσης f(x) 00  στο (0, )) , να αποδείξετε ότι 

2
o ox 2x 2E

2

2
ox 2x 22
oo

2
ox 2o . 

(μονάδες 4) 
Μονάδες 7 

Δ4. Αν F  είναι μια παράγουσα της f  στο [1, ))  να αποδείξετε ότι  
2(x 1)F(x) xF(1) F(x ),21)F(x) xF(1) F(x ),2   για κάθε x 11. 

Μονάδες 5 
 
 
 
 
 
 
 

ΟΔΗΓΙΕΣ (για τους εξεταζομένους) 
 

1. Στο εξώφυλλο του τετραδίου να γράψετε το εξεταζόμενο μάθημα. Στο εσώφυλλο 
πάνω-πάνω να συμπληρώσετε τα ατομικά σας στοιχεία. Στην αρχή των 
απαντήσεών σας να γράψετε πάνω-πάνω την ημερομηνία και το εξεταζόμενο 
μάθημα. Να μην αντιγράψετε τα θέματα στο τετράδιο και να μη γράψετε πουθενά 
στις απαντήσεις σας το όνομά σας. 

2. Να γράψετε το ονοματεπώνυμό σας στο πάνω μέρος των φωτοαντιγράφων αμέσως 
μόλις σας παραδοθούν. Τυχόν σημειώσεις σας πάνω στα θέματα δεν θα 
βαθμολογηθούν σε καμία περίπτωση. Κατά την αποχώρησή σας να παραδώσετε 
μαζί με το τετράδιο και τα φωτοαντίγραφα. 

3. Να απαντήσετε στο τετράδιό σας σε όλα τα θέματα μόνο με μπλε ή μόνο με μαύρο 
στυλό με μελάνι που δεν σβήνει. Μολύβι επιτρέπεται, μόνο αν το ζητάει η εκφώνηση, 
και μόνο για πίνακες, διαγράμματα κλπ. 

4. Κάθε απάντηση επιστημονικά τεκμηριωμένη είναι αποδεκτή. 
5. Διάρκεια εξέτασης: τρεις (3) ώρες μετά τη διανομή των φωτοαντιγράφων. 
6. Χρόνος δυνατής αποχώρησης: 18.30 

 
ΣΑΣ ΕΥΧΟΜΑΣΤΕ KΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ  

 
ΤΕΛΟΣ ΜΗΝΥΜΑΤΟΣ 



ΑΡΧΗ 1ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ – Γ΄ ΗΜΕΡΗΣΙΩΝ  
 

 
ΤΕΛΟΣ 1ΗΣ ΑΠΟ 3 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 
Γ΄ ΤΑΞΗΣ ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΠΑΡΑΣΚΕΥΗ 9 ΙΟΥΝΙΟΥ 2017 
  ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ  

ΣΥΝΟΛΟ ΣΕΛΙΔΩΝ: ΤΡΕΙΣ (3) 
 

ΘΕΜΑ Α 
A1. Έστω μια συνάρτηση  f , η οποία είναι συνεχής  σε ένα διάστημα Δ. Αν 

f (x) 0(x) 0  σε κάθε εσωτερικό σημείο x  του Δ , τότε να αποδείξετε ότι η f  
είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το Δ.  

Μονάδες 7 
A2. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισμό:  
 «Κάθε συνάρτηση  f , η οποία είναι  συνεχής στο 0x , είναι  

παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό.»  
α.  Να χαρακτηρίσετε  τον παραπάνω ισχυρισμό γράφοντας στο 

τετράδιό σας το γράμμα Α, αν είναι αληθής , ή το γράμμα Ψ , αν 
είναι ψευδής.  (μονάδα 1)  

β. Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα  α.  (μονάδες 3)  
Μονάδες 4 

A3. Πότε  λέμε ότι μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστημα  
[α,β] ; 

Μονάδες 4  
A4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο 

τετράδιό σας,  δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση , τη 
λέξη Σωστό,  αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι 
λανθασμένη.  

α)  Για κάθε ζεύγος συναρτήσεων f :  και g : , αν 

0x x
lim f(x) 0

0x
lim f(x 0  και 

0x x
lim g(x)

0x
lim g( , τότε 

0x x
lim [f(x) g(x)] 0

0x
lim [f( g(x)] 0 .

 
β)  Αν f, g είναι δύο συναρτήσεις με πεδία ορισμού A, B  αντίστοιχα , 

τότε η g ff  ορίζεται αν f(A) BB . 

γ)  Για κάθε συνάρτηση  f :  που είναι παραγωγίσιμη και δεν 
παρουσιάζει ακρότατα , ισχύει f (x) 0(x) 0  για κάθε x . 

δ)  Αν 0 11, τότε x

x
lim xlim .

 

ε)  Η εικόνα f( ))  ενός διαστήματος  μέσω μιας συνεχούς και μη 
σταθερής συνάρτησης f  είναι διάστημα .     

Μονάδες  10  



ΑΡΧΗ 2ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ – Γ΄ ΗΜΕΡΗΣΙΩΝ  
 

 
ΤΕΛΟΣ 2ΗΣ ΑΠΟ 3 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

ΘΕΜΑ Β 
Δίνονται οι συναρτήσεις f(x) nx, x 00nx, x   και  

xg(x) ,  x 1
1 x

x ,  x 1x
1 x

,  x . 

B1. Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση f gg . 
Μονάδες 5 

B2. Αν 
xh(x) (f g)(x) n , x (0,1)

1 x
x )(f x (0 1x (0 1x

1
(0,1

x
xxg)(x) n x , xx

111 xx
, , να αποδείξετε ότι η  συνάρτηση 

h   αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφή της.  
Μονάδες 6 

B3. Αν 
x

1
x
eφ(x) h (x) ,  x

e 1
eh (x) ,  xx
e
xx

1(x)1

1
,  x

1
, να μελετήσετε τη συνάρτηση φ  ως προς 

τη μονοτονία, τα ακρότατα , την κυρτότητα και τα σημεία καμπής . 
Μονάδες 7 

B4. Να βρείτε τις οριζόντιες ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της 
συνάρτησης φ  και να τη σχεδιάσετε. 
(Η γραφική παράσταση να σχεδιαστεί με στυλό .) 

Μονάδες 7 

 
ΘΕΜΑ Γ 

Δίνεται η συνάρτηση f(x) x x [0, ],x x [0, ] , και το σημείο A ,
2 2

,
2 2

,
2 2

,
2

 . 

Γ1. Να αποδείξετε ότι υπάρχουν ακριβώς δύο εφαπτόμενες 1 2( ), ( )1 2), ( )1 2  της 

γραφικής παράστασης της f  που άγονται από το Α, τις οποίες και να 
βρείτε. 

Μονάδες 8 

Γ2. Αν 1( ): y x1): y1 x  και 2( ): y x2 ): y2 x  είναι οι ευθείες του ερωτήματος Γ1, 

τότε να σχεδιάσετε τις 1 2( ), ( )1 2), ( )1 2  και τη γραφική παράσταση της f , και να 

αποδείξετε ότι 
2

1

2

E 1
E 8

2

1
8

1, όπου: 

 1E  είναι το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση της f  και τις ευθείες 1 2( ), ( )1 2), ( )1 2 , και 

 2E  είναι το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση της f  και τον άξονα x ' x . 
Μονάδες 6 

 

Γ3. Να υπολογίσετε το όριο 
x

f(x) xlim
f(x) xx)

imm
f(x

x
x

 .  

Μονάδες 4 



ΑΡΧΗ 3ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ – Γ΄ ΗΜΕΡΗΣΙΩΝ  
 

 
ΤΕΛΟΣ 3ΗΣ ΑΠΟ 3 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

Γ4. Να αποδείξετε ότι 
e

1

f(x) dx e 1
x

e

1

f(x) dx
x

e 1  . 

Μονάδες 7 
 

ΘΕΜΑ Δ 

Δίνεται η συνάρτηση 
3 4

x

x , x [ 1,0)f(x)
e x, x [0, ]x

[ 1,0)3 4x4xx ,x ,
[0, ]ex x,xx   

Δ1. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο  διάστημα [ 1, ]1, ]  και να 
βρε ίτε τα κρίσιμα σημεία της. 

Μονάδες 5 

Δ2. Να μελετήσετε τη  συνάρτηση f  ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα, 
και να βρε ίτε το σύνολο τιμών της . 

Μονάδες 6  
 

Δ3. Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 
παράσταση της f , τη γραφική παράσταση της g , με 5xg(x) e , x5xe , x5x , 
τον άξονα y ' y και την ευθεία x  . 

 Μονάδες 6 

Δ4. Να λύσετε την εξίσωση 
3 3

24 416e f(x) e (4x 3 ) 8 2
33

f( )4
3

e (4x 3 ) 8 24 2) 8 22(4 34 .  
Μονάδες 8 

  
 

ΟΔΗΓΙΕΣ (για τους εξεταζομένους)  
 

1 .  Στο εξώφυλλο του τετραδίου  να γράψετε το εξεταζόμενο μάθημα.  Στο 
εσώφυλλο πάνω -πάνω να συμπληρώσετε τα ατομικά στοιχε ία μαθητή.  
Στην αρχή των απαντήσεών σας  να γράψετε πάνω -πάνω την ημερομηνία  
και  το εξεταζόμενο μάθημα.  Να μην αντιγράψετε  τα θέματα στο τετράδιο  
και  να μη γράψετε  πουθενά στ ις  απαντήσεις  σας το όνομά σας.  

2.  Να γράψετε το ονοματεπώνυμό σας στο πάνω μέρος των φωτοαντιγράφων 
αμέσως μόλις σας παραδοθούν. Τυχόν σημειώσεις σας πάνω στα θέματα δεν 
θα βαθμολογηθούν σε καμία περίπτωση . Κατά την αποχώρησή σας να 
παραδώσετε μαζ ί  με το τετράδιο και  τα φωτοαντ ίγραφα.  

3.  Να απαντήσετε στο τετράδιό σας  σε όλα τα θέματα  μόνο  με μπλε ή μόνο  
με μαύρο στυλό με μελάνι  που δεν σβήνει .  Μολύβι  επιτρέπεται ,  μόνο  αν το  
ζητάε ι  η εκφώνηση,  και  μόνο  για πίνακες,  δ ιαγράμματα κλπ.  

4.  Κάθε απάντηση επιστημονικά τεκμηριωμένη ε ίναι  αποδεκτή.  
5.  Διάρκεια εξέτασης:  τρε ις  (3)  ώρες μετά τη δ ιανομή των φωτοαντ ιγράφων.  
6.  Χρόνος δυνατής αποχώρησης:  10. 00 π.μ.  
 

 
ΣΑΣ ΕΥΧΟΜΑΣΤΕ KΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ  

ΤΕΛΟΣ ΜΗΝΥΜΑΤΟΣ 
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�"%$�$ �	�!*+%: �&	!� (3) 
 

�	
� 1� 

�. �)�� μ�� /9�+#�;/; f &���� %�#��A��/�μ; /& >�� 
/;μ&�� x�, �� �%�!&�'&�& *�� &���� "�� /9�&3B- /�� 
/;μ&�� �9�*. 


�/���� 8,5 
 
�) �� �#+8&�& �;� &'�/A/; �;- &F�%��μ>�;- �;- 

�#�F�"B- %�#+/��/;- μ��- %�#��A��/�μ;- 
/9�+#�;/;- f /�� /;μ&�� �(x�, f(xo)). 

 
�/���� 4 
 
B. �) �� z=x+yi �0,   �z �   "�� $ >�� *#�/μ� ��9 z,  ��  

�%�!&�'&�& *�� � z %��#�&� �; μ�#FB  
z=# (/9�$ + i;μ$) 

 
�/���� 8,5 
 
 �) �� z1=#1(/9�$1 + i;μ$1), z2=#2(/9�$2 + i;μ$2) &���� ; 

�#��A��μ&�#�"B μ�#FB �A� μ���!�"?� z1, z2 "�� z1=z2, 
�*�& 

 1) #1=#2 "�� $1+$2=0 . 
 2) #1+#2=0 "�� $1=$2+2k%, Zk .  
 3) #1=#2 "�� $1 � $2=2k%,  Zk   . 
 4) #1 � #2=0 "�� $1+$2=2k%, Zk   . 
 

�� ������� 
�� �������� 
� ��� ����μ� ��� 
����
�����	 
�� 
�
�� ������
�. 
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����� 2�� ���	
��

�	
� 2� 
 


������� �� μ���!�"�� �#�$μ�� 
  "��  zi21z1 �� 2=3+4i 

�) ��  yixz
z

1

2 ��  ,   x,yIR  ,  �� �%�!&�'&�& *�� x=  "�� 

y=2. 

1�

 
�/���� 8 
 
�) �� μ�� #�M� �;- &'�/A/;- x2+Ex+2�=0, *%�9 E,� IR , &���� 

; 
1

2
z
z

, �� E#&��& ��- ��μ>- �A� E "�� �. 

 
�/���� 8 
 

) �� E#&��& �� �&Aμ&�#�"* �*%� �A� &�"*�A� �A� 
μ���!�"?� �#�$μ?�  z  ��� ��9- �%���9- �/36&�  

21 zz2z ��  

 
�/���� 9 
 
�	
� 3� 


��&��� ; /9�+#�;/;  f(x) = 2x + 4 + 
4x2

1
�

   . 

�) �� E#&��& �;� &'�/A/; �;- &F�%��μ>�;- �;- �#�F�"B- 
%�#+/��/;- �;- f /�� /;μ&�� %�9 �>μ�&� ��� +'��� y�y . 

 
�/���� 7 

 
�) �� E#&��& ��- �/6μ%�A�&- �;- �#�F�"B- %�#+/��/;- �;- 

/9�+#�;/;- f. 
 
 
�/���� 9 
 

) �� 9%�<���/&�& �� &μE�!*� ��9 3A#��9 %�9 
%&#�"<&�&��� �%* �; �#�F�"B %�#+/��/; �;- 
/9�+#�;/;- f, ��� +'��� �A� x "�� ��- &9$&�&- x=0,   x=1. 
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����� 3�� ���	
��

�	
� 4� 
@/�A ; %�#��A��/�μ; /9�+#�;/; ! " ���,0:f IR ��� �;� 

�%��� �/36�9� f(1) = 0 "��  

x f�(x) 2f(x) = x, ��� "+$& � ),0(x �� .  

�) �� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/; 2x
)x(f)x(h �  &���� ��;/�A- 

�6'�9/� /�� . ),0( ��
 
�/���� 7 
 

�) �� E#&��& ��� �6%� �;- /9�+#�;/;- f. 
 
�/���� 8 
 

) �� E#&��& ��  

2

x
1

1 )x(ln

dt)t(f
x
lim �
�
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$*��!	� (�� ��9� �;�����μ�/�9�) 
1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& μ*�� �� %#�"���#"��"+ 

(;μ&#�μ;���, &'&��M*μ&�� μ+$;μ�). �� $>μ���  �� μ;� 
�� �����#+8&�& /�� �&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���μ��&%?�9μ* /�- /�� %+�A μ>#�- �A� 
FA���9%�?� �μ>/A- μ*<�- /�- %�#�!�$�6�. 
&� 
&%��#>%&��� �� �#+8&�& "�μ�+ +<<; /;μ&�A/;. 

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& μ�M� μ& �� 
�&�#+!�� "�� ��- FA���9%�&-. 

3. �� �%���B/&�& /�� �&�#+!�* /�- /& *<� �� $>μ���. 
4. �+$& �%+��;/; &%�/�;μ���"+ �&"μ;#�Aμ>�; &���� 

�%�!&"�B. 
5. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- μ&�+ �; !����μB �A� 

FA���9%�?�. 
6. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;- : ��� (1) ?#� μ&�+ �; 

!����μB �A� FA���9%�?� 
K��� 	�!�"#!� 

�	�$� 
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	�	��)$
	%$ 
���
�:  

���
��!'A (�	�!'�� '��	"�"%���) 

�"%$�$ �	�!*+%: �&	!� (3) 
 

�	
� 1� 
�) @/�A � >�� 9%�/6��<� ��9 IR "�� μ�� /9�+#�;/; 

 μ& %&!�� �#�/μ�6 ��9 �.    ,RI  A : f  �
�*�& ; f <>�&��� /9�+#�;/; 1-1; 

 
�/����   5 
 

�) @/�A μ�� /9�+#�;/; f �#�/μ>�; /& >�� !�+/�;μ� 
. �� 
; f &���� /9�&3B- /�� 
 "�� f�(x)=0 ��� "+$& &/A�&#�"* 
/;μ&�� x ��9 
, �*�& �� �%�!&�'&�& *�� ; f &���� /��$&#B 
/& *<� �� !�+/�;μ� 
. 


�/���� 12 

) �� ������� 
�� �������� 
� ��� ����μ�� 1, 2, 3, 4 
��� �������� �����
��� ��� �	��� 
� ���� ����μ� �� 

�μ��!
��� ��� ������� (�), �� � ���	
����� �����
� 
�	��� 
�
��, � (�), �� � ���	
����� �����
� �	��� 
�����
μ���. 
1. 21 zz � = 1z   z  2�  

2. 21 zz  ·  = 1z · 2z  

3.   z  z  z z  2121 ·· �  

4.   zzz  11
2

1  ·�  

 

*%�9 z1=�+Ei "�� z2 = �+!i &���� μ���!�"�� �#�$μ��. 

 
�/����   8 
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����� 2�� ���	
��

�	
� 2� 
 


��&��� ; /9�+#�;/; 

  
1x2  

3x
)x(f  

�
	



�

��
�     

3
4x   ,  

3
4x   ,  

��

��
 

�) �� �%�!&�'&�& *�� ; f &���� /9�&3B- /��  x0 =   .
3
4

      �  

 
�/����   5 
 

�)�� &'&�+/&�& �� ; f &���� %�#��A��/�μ; /�� x0 =   .
3
4

       �  
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) ��� x {   
3
4

    �  , �� E#&��& �;� f�(x) "�� �� <6/&�& �;� 

&'�/A/;   f(x) + f�(x) =   
2
1

    .  
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�	
� 3� 


��&��� ; /9�+#�;/; f μ& f(z) =   , 
z

iz
  

�  *%�9 z μ���!�"*- 

�#�$μ*- μ& z{0. 

�) �� ! " ! "    zf  zf   � , �� �%�!&�'&�& *�� o z &���� 

%#��μ���"*- �#�$μ*-. 

 
�/����   6 
 

�) �� ! "    , 1 zf    �  �� E#&$&� � �&Aμ&�#�"*- �*%�- �A� 
&�"*�A� ��9 z /�� μ���!�"* &%�%&!�. 
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) �� Re ! "   2)z(f  � , �� �%�!&�'&�& *�� �� &�"*�&- ��9 
μ���!�"�6 �#�$μ�6 z, E#�/"����� /& "6"<� ��9 �%���9 
�� %#�/!��#�/&�& �� ">��#� "�� �;� �"����. 
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��&��� ; /9�+#�;/; f !6� F�#>- %�#��A��/�μ; /�� IR , ��� 
�;� �%��� 9%�$>��9μ& *�� �/36&� f(0)=0 "�� *�� ; f� &���� 
��;/�A- �6'�9/� /�� !�+/�;μ� ! ",0 �� :  

�) �� �%�!&�'&�& *�� ��� "+$& x>0 9%+#3&� '  (0, x) �>����- 
?/�& f(x) =   )'(f�x  � .  

 
�/����   6 
 

�) �� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/;    e 
x

)x(f
)x(h  x��  , x>0 

&���� /9�+#�;/; 1-1 /�� !�+/�;μ�   ),0( �� .  
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) ��  ,   �� 9%�<���/&�& �� �<�"<B#Aμ�   xxe)x(h  5x ���

  dx )1x(f   I  
1e

1�
�

��    .  
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$*��!	� (�� ��9� �;�����μ�/�9�) 
1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& μ*�� �� %#�"���#"��"+ 

(;μ&#�μ;���, &'&��M*μ&�� μ+$;μ�). �� $>μ��� �� μ;� �� 
�����#+8&�& /�� �&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���μ��&%?�9μ* /�- /�� %+�A μ>#�- �A� 
FA���9%�?� �μ>/A- μ*<�- /�- %�#�!�$�6�. 
&� &%��#>%&��� 
�� �#+8&�& "�μ�+ +<<; /;μ&�A/;. 

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& μ�M� μ& �� �&�#+!�� 
"�� ��- FA���9%�&-.  

3. �� �%���B/&�& /�� �&�#+!�* /�- /& *<� �� $>μ���. 
4. �+$& �%+��;/; &%�/�;μ���"+ �&"μ;#�Aμ>�; &���� �%�!&"�B. 
5. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- μ&�+ �; !����μB �A� 

FA���9%�?�. 
6. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;- :  ��� (1) ?#� μ&�+ �; !����μB 

�A� FA���9%�?�. 
K��� 	�!�"#!� 
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������� 2004
�	�
������� �����:

�����
��� (��
��� ��
�������)
������  �������: 
������� (4)

���� 1�

�. ��� f μ�� ��������� ����μ��� �� ��� ������μ� 
. ��
F ����� μ�� ��������� ��� f ��� 
, �!�� �� ������"���
!��:
#  !#�� �� ������$���� ��� μ��%$�

G(x) = F(x) + c , c 	R.  , ����� ���������� ��� f   ��� 

&��

#  &�'� �##� ��������� G ��� f ��� 
 ������� �� μ��%$
G(x) = F(x) + c , c 	R.  .

������� 10

B. ��� � ��� ����*��#� ��� 	R. , f μ�� ��������� μ�
����� ����μ�* �� � &�� x0A.
-!�� '� #�μ� !�� � ��������� f ��������/�� ��� x0

(�#�&!) μ������, �� f(x0);
������� 5

��� ����μ�� �	
 ��� 	������ 	������� �, �, �, ��
��� � �� ������ ��� ������
 ��� �� ��μμ� ��� ���,
������ ��	��, ��� ������� �, �� � 	
���� �����
��	
�, � �, �� ���� ����� ���	μ��� .

�. �� μ���� ��� ���%���� �*� μ�����&2� ���'μ2� ����� ���
μ� ��� ��!����� ��� ��&!��� ���� ��� μ�����&!
�������.

������� 2



���� 2�� ���	
��

����� 2�� ���	
��

�. �� μ�� ��������� f ����� ����������μ� �’ ��� ��μ��� x0

��� ������ ����μ�* ���, �!�� ����� &�� ����4$� ���
��μ��� ���!.

������� 2
�. 	�4*�� � �*���  � �� cx���xdx�μ

������� 2

�
. ��� μ�� ��������� f ����4$� �’ ��� ������μ� 
 &��
����������μ� ��� �������&! ��� 
. 5� #�μ� !��: �
��������� f ����%�� �� &��#� ���� �� ��� $ �����
&���$ ��� 
, �� � f6 ����� ������� %'������ ���
�������&! ��� 
.

������� 2

�. ��� μ�� 1-1 ��������� f &�� C, C6 �� ���%�&��
����������� ��� f &�� f-1 ��� ���� �*���μ� �"!���.
�!�� �� ���%�&�� ����������� C &�� C6 ���
������$���� f &�� f-1 ����� ��μμ����&�� �� ���� ���
��'��� y=x.

������� 2

���� 2�


������ � ���������

f(x) = 
��

�
	



�
�

�

xlnx1
8x�

x2

     
1x,

1x0,
0x,

 
��

�
!��� �, 8  	R.     .

�) 9� 8����� �� � &�� 8 ���� 2��� � f �� ����� ����4$� ���
����� ����μ�* ���.

������� 8
�) ��, ��� ���� ����μ���&�*� ���'μ�*� � &�� 8, ��4*��: �=1

&�� 8=0,   �!��:

i) 9� ���#������� �� 
2x
)x(f

lim
x ���

������� 9



���� 3�� ���	
��

����� 3�� ���	
��

ii) 9� ���#������� �� !��� :

1x
)1(f)x(f

lim
1x �

�
��

     ,    
1x

)1(f)x(f
lim

1x �
�

��

������� 8

���� 3� 

��� z μ�����&!� ���'μ!�, μ�   z � =i  &�� 
1z

z
w

2 �
�  .

�) 9� ������"��� !�� �� � w ����� ����μ���&!�, �!�� � z
����� ����μ���&!� $  1z �  .

������� 10

�) 9� #*����, ��� �*��#� ��� μ�����&2� ���'μ2�, ���

�"�����  
3
3

1z
z

2
�

�
 .

������� 10

�) �� z1, z2 ����� �� ��/�� ��� �"������ ��� ����$μ���� (8),
�� ���#������� ��� ��μ$ ��� ����������: 

                            >=
221

321

)zz(4
i)zz(

��
��

.

������� 5

���� 4�

������ � ����4$� ��������� f μ� ����� ����μ�* ��
������μ� 
 = (0, +� ) ��� ��� ����� ��4*��:

f(x) = x2 � 1 + �
�

x

1
dt)t(f

1x
1

  , x
.

�) 9� ���#������� �� f(1).
������� 3



���� 4�� ���	
��

����� 4�� ���	
��

�) 9� ������"��� !�� f6(x) = 3x � 1.
������� 10

�) 9� 8����� ��� �*�� ��� ���������� f.

������� 6

�) 9� ���#������� �� �μ8��!� ��� 4����� ���
����&#������ ��! �� ���%�&$ ��������� ���
���������� f, ��� �"��� x6x &�� ��� ��'���� x=2 &�� x=4 .

������� 6 

������ ��� 
��� �	�
���������

1. ��� �������� �� ���@��� μ!�� �� ���&����&��&�
(�μ���μ����, �"���/!μ��� μ�'�μ�). 9� μ�� �������@���
�� '�μ��� ��� �������! ���. 

2. 9� ���@��� �� ���μ����2��μ! ��� ��� ���� μ����
��� %����������%�� �μ���� μ!#�� ��� ������'�*�.

�� ����������� �� ���@��� ������$���� �##�
��μ�����. >��� ��� ���42���$ ��� �� �����2����
μ�/� μ� �� �������� &�� �� %����������%�, �� �����
&�� '� &�������%�*� μ��� �� ����� ��� �"������.

3. 9� �����$���� !"� "�"#��$% !�� �� !#� �� '�μ���.
4. >�'� �������� ��&μ����μ��� ����� �����&�$.
5. 
���&��� �"������: ����� (3) 2��� μ��� �� �����μ$

��� %����������%��.
6. ��!��� �����$� ���42����� : E�� (1) 2�� μ��� ��

�����μ$ ��� %����������%��.

��&����
� ���
�&�� 


���� �����
��
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����� 1�� ���	
��

	!���+�!'	� 	�	���	!� 
�	'%+% 	���%+% �$" 	�+�	&!'$" 

'�! �	'%+% 	���%+% "������+% ��$ 	�+�	&!'$ 
�&!�� 13 �	��	
�&!$" 2005 

	�	��)$
	%$ 
���
�  
�	�!'�� '��	"�"%���:
���
��!'A 

�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� (4) 
 

�	
� 1� 
�) �� �%�!&�'&�&  *�� �� j�� /9�+#�;/; f &���� 

%�#��A��/�j; /’ >�� /;j&�� x0 , �*�& &���� "�� /9�&3B- 
/�� /;j&�� �9�*. 

 
�/���� 10 
 

�)  @/�A �(x, y) ; &�"*�� ��9 j���!�"�6 �#�$j�6 z=x+yi 
/�� j���!�"* &%�%&!�. 

 �� �#�M�9j& A- j>�#� ��9 z; 

�/���� 5 

) �� ������� 
�� �������� 
� ��� ������� 1, 2, 3, 4 
��� 5 ��� �������� �����
��� ��� �	��� 
� ���� 
������ �� 
����!
��� ��� ������� (�), �� � ���	
����� 
�����
� �	��� 
�
��, � (�), �� � ���	
����� �����
� 
�	��� �����
����. 
1. �� z j���!�"*- �#�$j*- "��  z   � /9M9�B- ��9, �*�& 
�/36&�  

 zz 2� z  . 


�/���� 2 
 

2. �� 9%+#3&� �� *#�� �;- /9�+#�;/;- f /�� x0 , �*�& 
�/36&� 

0xx
lim
�

)x(flim)x(f
0xx�

�  . 


�/���� 2 

3. 	/36&�   (;jx)� = � /9�x . 


�/���� 2 

 



���� 2�� ���	
�� 
 

 

����� 2�� ���	
��

4. 	/36&�   � �� cedxe x2x  ,   c IR     .  


�/���� 2 

5. �� f &���� /9�&3B- /9�+#�;/; /�� [�,E], �*�& ; f 
%��#�&� /�� [�,E]  j�� j>��/�; ��jB � "�� j�� &<+3�/�; 
��jB m. 


�/���� 2   

 
�	
� 2� 
 


������� �� j���!�"�� �#�$j�� 

z1 = 3+i  "��  z2 = 1-3i  . 

�) �� �%�!&�'&�& *�� i
z

z

2

1 �    "��   2
21

ziz �  = 0  . 


�/���� 8 

�) �� �%�!&�'&�& *��   . 0zz
20062006

21 ��
 
�/���� 8 

 

) �&A#�6j& �� j���!�"* �#�$j* 

 
22

21

kzz

izkz
w

�
�

�    ,   k IR    �      { 1  }        . 

�� �%�!&�'&�& *�� ��� "+$& k IR    �      { 1  }    �/36&� 	m(w) = �1  . 
 

 
�/���� 9 
 

�	
� 3� 
�&A#�6j& �; /9�+#�;/; 

f(x)=   *%�9 � IR   . 
�
	

 �

>

�

0x,xlnx

0xe� ,
x

A)  �� 9%�<���/&�& ��� %#��j���"* �#�$j* � ?/�& ; 
/9�+#�;/; f �� &���� /9�&3B- /�� x0=0  . 

M�/���� 10 

B) �� ��� ��� %#��j���"* �#�$j* � �/36&� � = �1 : 

 



���� 3�� ���	
�� 
 

 

����� 3�� ���	
��

i) �� &'&�+/&�& �� ; f &���� %�#��A��/�j; /��  x0=0  . 


�/���� 5 

ii) �� E#&��& �� !��/�Bj��� j��������- �;- f. 


�/���� 5 

iii) �� 9%�<���/&�& �� &jE�!*� ��9 3A#��9 %�9 
%&#�"<&�&��� �%* �; �#�F�"B %�#+/��/; �;- f, ��� 
+'��� x�x "�� ��- &9$&�&- x=1 "�� x=e. 


�/���� 5 
 

�	
� 4�

�&A#�6j& �; /9�+#�;/; 

f(x) = x � lnx + ex  ,     x  (1, + )�  . 
 

�) �� �%�!&�'&�& *�� ; f &���� ��;/�A- �6'�9/� /�� 
!�+/�;j� (1, + . )�


�/���� 6 
 

�) �� E#&$�6� �� *#�� 

  
x
xln

lim
x ���

    ,  
x
ex

lim
x ���

   ,   )x(flim
x ���

 . 


�/���� 6 
 

) N� �%�!&�'&�& *�� ; &'�/A/; f(x)=2005 >3&� j���!�"B 
<6/; /�� !�+/�;j� (1, +� )  .  


�/���� 6 
 

�) @/�A � � ���
e

2

)e(

)2(

f
f .dx)x(fdx)x(f� 1  �� 9%�<���/&�& �;� 

��jB �;- %�#+/��/;-    � � 2ln2  . 
 

 

 
�/���� 7 
 

 

 



���� 4�� ���	
�� 
 

 

����� 4�� ���	
�� 

$*��!	� (�� ��9� �;�����D�/�9�) 
1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ 

(;j&#�j;���, "��&6$9�/;, &'&��M*j&�� j+$;j�). �� j;� 
�����#+8&�& �� $>j��� /�� �&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� &%+�A j>#�- �A� 
FA���9%�?� �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. 
&� &%��#>%&��� 
�� �#+8&�& �%���!B%��& +<<; /;j&�A/;. 

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& j�M� j& �� �&�#+!�� 
"�� ��- FA���9%�&-.  

3. �� �%���B/&�& /�� �&�#+!�* /�- /& *<� �� $>j���. 
4. �+$& �%+��;/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� �%�!&"�B. 
5. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA���9%�?�. 
6. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;- :  ��� (1) ?#� j&�+ �; !����jB 

�A� FA���9%�?�. 
 

	"#$
���	 	�!�"#!� 
�	�$� 
�%"
��$� 



���� 1�� ���	
�� 

����� 1�� ���	
��

 

	!���+�!'	� 	�	���	!� 
�	'%+% 	���%+% �$" 	�+�	&!'$" 

'�! �	'%+% 	���%+% "������+% ��$ 	�+�	&!'$ 
�&!�� 12 �	��	
�&!$" 2006 

	�	��)$
	%$ 
���
�  
�	�!'�� '��	"�"%��� :  
���
��!'A 

�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&	!� (4) 
 

�	
� 1� 
�) @/�A ; /9�+#�;/; xxf �)(  . 

�� �%�!&�'&�& *�� ; f &���� %�#��A��/�j; /�� (0,+�) 

"�� �/36&� 
x

xf
2

1)( �� .  


�/���� 10 
 

�)  @/�A j�� /9�+#�;/; f "�� �� /;j&�� x0 ��9 %&!��9 
�#�/j�6 �;-. �*�& $� <>j& *�� ; f &���� /9�&3B- /�� x0; 

  

�/����  5 

) �� ������� 
�� �������� 
� ��� ������� 1, 2, 3, 4 
��� 5 ��� �������� �����
��� ��� �	��� 
� ���� 
������ �� 
����!
��� ��� ������� (�), �� � ���	
����� 
�����
� �	��� 
�
��, � (�), �� � ���	
����� �����
� 
�	��� �����
����. 

 
1. �� z1, z2 &���� j���!�"�� �#�$j��, �*�& �/36&� : 

212121 zzzzzz ����� .  


�/����  2 
 

2. @/�A ; /9�+#�;/; x&F)x(f � .  � /9�+#�;/; f &���� 
%�#��A��/�j; /�� 3 20/9�xxRR ���1  "�� �/36&� 

x/9�
1

(x)f 2��� .  


�/����  2 
 

 



���� 2�� ���	
�� 

����� 2�� ���	
��

 
3. �� 0)(lim

0

�
�

xf
xx

 , �*�& 0)( �xf  "���+ /�� x0 . 


�/����  2 
 

 

4. . � �� c;jxdx/9�x


�/����  2 

 

5 .  �� ��� j�� /9�+#�;/; f, /9�&3B /�� !�+/�;j� [�,E] 

�/36&�       ��� "+$& 0)(  xf & 'E�,x  , �*�&  . 0�  
E 

� 
dxf(x) 


�/����  2 

 
�	
� 2� 
 

@/�A *�� ��� ��� j���!�"* �#�$j* z �/36&�:  

 

! " ! " 55 515 ��� zz . 
 

�) �� !&�'&�& *��  515 ��� zz  . 


�/����  5 

�) �� !&�'&�& *��:  1�z  .  
 
�/���� 10 

 

) �� , �� E#&$&� � �&Aj&�#�"*- �*%�- �A� 
&�"*�A� �(w) /�� j���!�"* &%�%&!�. 

15 �� zw
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���� 3�� ���	
�� 

����� 3�� ���	
��

 

�	
� 3� 

��&��� ; /9�+#�;/;       ! " ! " 1225ln ���� xxxf . 

�) ���� &���� �� %&!�� �#�/j�6 �;- /9�+#�;/;- f; 

M�/����  6 

�) �� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/; f &���� ��;/�A- 
�6'�9/�. 


�/����  7 

) �� E#&��& �� /6��<� ��j?� �;- /9�+#�;/;- f. 


�/����  6 

�) �� �%�!&�'&�& *�� ; &'�/A/; f(x)=2006 >3&� j���!�"B 
<6/; /�� %&!�� �#�/j�6 �;- /9�+#�;/;- f. 


�/����  6 

�	
� 4�

@/�A ; /9�&3B- /9�+#�;/; f , ��� �;� �%��� �/36&�   

! " ! "dttfxf
x

���
0

23  ,    Rx  

�) �� �%�!&�3$&� *�� ; /9�+#�;/;  ! " ! "
xe

xf
x 2�?   &���� 

/��$&#B. 


�/����  5 

�) �� �%�!&�3$&� *��  ! " xexf 23� . 

�/����  5 

 

) N� E#&$&� �� &jE�!*� ��9 3A#��9 �(<) %�9 
%&#�"<&�&��� �%* �; �#�F�"B %�#+/��/; �;- 
/9�+#�;/;- f, ��� +'��� x�x "�� ��- &9$&�&- x=0, x=<  
j& <>0 . 


�/���� 10 
 

�) �� E#&$&� �� 
! "
%
%7

��% 0
lim  

 


�/����  5 
 



���� 4�� ���	
�� 

����� 4�� ���	
�� 

 
 
 

$*��!	� (�� ��9� �;�����D�/�9�)  
1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ 

(;j&#�j;���, "��&6$9�/;, &'&��M*j&�� j+$;j�). �� j;� 
�����#+8&�& �� $>j��� /�� �&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� &%+�A j>#�- �A� 
FA���9%�?� �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. 
&� &%��#>%&��� 
�� �#+8&�& �%���!B%��& +<<; /;j&�A/;. 

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& j�M� j& �� �&�#+!�� 
"�� ��- FA���9%�&-.  

3. �� �%���B/&�& /�� �&�#+!�* /�- /& *<� �� $>j���. 
4. �+$& �%+��;/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� �%�!&"�B. 
5. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA���9%�?�. 
6. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;- :  ��� (1) ?#� j&�+ �; !����jB 

�A� FA���9%�?�. 
 

	"#$
���	 	�!�"#!� 
�	�$� 
�%"
��$� 
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����� 1�� ���	
��

 

	!���+�!'	� 	�	���	!� 
�	'%+% 	���%+% �$" 	�+�	&!'$" 

'�! �	'%+% 	���%+% "������+% ��$ 	�+�	&!'$ 
�&!�� 11 �	��	
�&!$" 2007 

	�	��)$
	%$ 
���
�  
�	�!'�� '��	"�"%���:  
���
��!'A 

�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� (4) 
 

�	
� 1� 

�. 

1. @/�A ; /9�+#�;/; f(x)=;jx. �� �%�!&�'&�& *�� ; 
/9�+#�;/; f &���� %�#��A��/�j; /�� � "�� �/36&�: 
f�(x)=/9�x. 


�/���� 10 
 

2. �*�& j�� /9�+#�;/; f  <>�&��� ��;/�A- F$���9/� /& 
>�� !�+/�;j� 
 ��9 %&!��9 �#�/j�6 �;-;  


�/���� 5   

�. �� ������� 
�� �������� 
� ��� ������� 1, 2, 3, 4 
��� 5 ��� �������� �����
��� ��� �	��� 
� ���� 
������ �� 
����!
��� ��� ������� (�), �� � ���	
����� 
�����
� �	��� 
�
��, � (�), �� � ���	
����� �����
� 
�	��� �����
����. 

 
1. ��� "+$& j���!�"* �#�$j* z "�� "+$& $&��"* �">#��� 

�, �/36&�: �zz �
,

.  


�/���� 2   
 

2. 	/36&�: 1
x

1xlim
0x

�
�*+,

�
.  


�/���� 2   
 
 

 



���� 2�� ���	
�� 

����� 2�� ���	
��

3. �� j�� /9�+#�;/; f !&� &���� /9�&3B- /’ >�� 
&/A�&#�"* /;j&�� x0 &�*- !��/�Bj���- ��9 %&!��9 
�#�/j�6 �;-, �*�& ; f !&� &���� %�#��A��/�j; /�� x0. 


�/���� 2   
 

 

4. �� �� /9��#�B/&�- f, g &���� %�#��A��/�j&- /�� x0 "�� 

g(x0){0, �*�& "�� ; /9�+#�;/; 
g
f

 &���� %�#��A��/�j; /�� 

x0 "�� �/36&�: 

! "
& ' 2

0

0000
0

)x(g
)x(g)x(f)x(g)x(fx

g
f ���

�
�

��
�

�
��
�

�
.  


�/���� 2   

 

5 .  ��� "+$& /9�+#�;/; f, %�#��A��/�j; /’ >�� !�+/�;j� 

, �/36&�: 

 c ,c)x(fdx)x(f ����� � . 


�/���� 2   

�	
� 2� 
 


������� �� j���!�"�� �#�$j�� z1=i,  z2=1 "�� z3=1+i. 
 

�. �� �%�!&�'&�& *��:  2
3

2
2

2
1 zzz �� .  


�/���� 5 

�. �� ��� �� j���!�"* z �/36&� 21 zzzz ��� , �*�& �� �%�!&�'&�& 
*��: 

 i.  Re (z) = Im (z). 

�/���� 10 

 ii. ��� z { 0, �� 9%�<���/&�& �;� ��jB �;- %�#+/��/;- 

  
z
z 

z
zA

�

� �� . 


�/���� 10 
 

 



���� 3�� ���	
�� 

����� 3�� ���	
��

�	
� 3� 


��&��� ; /9�+#�;/; ! " ! "���� ,0x,
x4

1xlnxf .  

�. �� �%�!&�'&�& *��: 

 ! " 0ef0
4
1f,0

e
1f 5
5 �8)4��

�
�

�
�
���

�
�

�
�
�  . 

M�/����  6 

�. �� E#&��& �;� &'�/A/; �;- &F�%��j>�;- �;- �#�F�"B- 
%�#+/��/;- �;- /9�+#�;/;- f /�� /;j&�� �(1, f(1)). 


�/����  5 

. �� E#&��& �� !��/�Bj��� j��������- �;- f. 


�/����  4 

�. �� �%�!&�'&�& *�� ; &'�/A/; f(x) = 0 >3&� �"#�E?- !6� 
#�M&- /�� !�+/�;j� (0, +�). 


�/���� 10 

�	
� 4� 

@/�A f j�� %�#��A��/�j; /9�+#�;/; /�� � , ��� �;� �%��� 

�/36&�    "��  f(0) = 2 . x3e4)x(f)x(f �����

�. �� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/; x4x e)x(fe)x(h �� ��  
&���� /��$&#B. 


�/���� 5 

�. �� �%�!&�'&�& *��:  ! " x3
x

e
1exf �� . 


�/���� 6 

. �� 9%�<���/&�& �� �<�"<B#Aj�:   ��
x
0 dt)t(f)x(I


�/���� 9 

�. �� E#&��& �� 2x x
)x(Ilim

���
.  


�/���� 5 
 
 
 

 



���� 4�� ���	
�� 

����� 4�� ���	
�� 

 
$*��!	� (�� ��9� �;�����D�/�9�)  

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ 
(;j&#�j;���, "��&6$9�/;, &'&��M*j&�� j+$;j�). �� j;� 
�����#+8&�& �� $>j��� /�� �&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� &%+�A j>#�- �A� 
FA���9%�?� �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. 
&� &%��#>%&��� 
�� �#+8&�& �%���!B%��& +<<; /;j&�A/;. 

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& j�M� j& �� �&�#+!�� 
"�� ��- FA���9%�&-.  

3. �� �%���B/&�& /�� �&�#+!�* /�- /& *<� �� $>j���. 
4. �+$& �%+��;/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� �%�!&"�B. 
5. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA���9%�?�. 
6. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: ��� (1) ?#� j&�+ �; !����jB 

�A� FA���9%�?�. 
 

	"#$
���	 	�!�"#!� 
�	�$� 
�%"
��$� 



���� 1�� ���	
�� 
 

����� 1�� ��� 3 ���	
��

 

	!���+�!'	� 	�	���	!� 
�	'%+% 	���%+% �$" 	�+�	&!'$" 

'�! �	'%+% 	���%+% "������+% ��$ 	�+�	&!'$ 
�&!�� 9 �	��	
�&!$" 2008 

	�	��)$
	%$ 
���
�  
�	�!'�� '��	"�"%���:  
���
��!'A 

�"%$�$ �	�!*+%: �&	!� (3) 
 

�	
� 1� 
�. 

�. �� z1, z2 &���� j���!�"�� �#�$j��, �*�& �� 
�%�!&�'&�& *��: 2121 z  z   z  z ��� .  


�/���� 10 
 

�. �*�& !6� /9��#�B/&�- f  "�� g <>������ �/&-; 


�/���� 5   

�.  �� ������� 
�� �������� 
� ��� ������� 1, 2, 3, 4 
��� 5 ��� �������� �����
��� ��� �	��� 
� ���� 
������ �� 
����!
��� ��� ������� (�), �� � ���	
����� 
�����
� �	��� 
�
�� � (�), �� � ���	
����� �����
� 
�	��� �����
����. 
1. ��� ��� j���!�"* �#�$j* z = � + Ei j& �, E�  �/36&� 

z = 0 �*�& "�� j*��� �*�&, �� � = 0 "�� E = 0. 


�/���� 2   
 

2. 
������� �� /9��#�B/&�- f, g j& "���* %&!�� �#�/j�6 
�� /6��<� �. �*�& %+��� �/36&�:  

! " g(x)lim  f(x)limg(x) )x(flim
000  x  x  xx  x x ���

��� . 


�/���� 2 

3. @/�A j�� /9�+#�;/; f %�9 &���� /9�&3B- /& >�� 
!�+/�;j� 
. 

 �� f�(x) < 0 /& "+$& &/A�&#�"* /;j&�� ��9 
, �*�& ; 
f &���� ��;/�A- �6'�9/� /&  *<� �� 
. 


�/���� 2   

 



���� 2�� ���	
�� 
 

����� 2�� ��� 3 ���	
��

4. �� &���� , �*�& f(x) > 0 ��� "+$& 

 x  [�, E]. 
�
(

)
� 0dx)x(f


�/���� 2   
5. �� j�� /9�+#�;/; f &���� "9#�B /’ >�� !�+/�;j� 
, 

�*�& ; &F�%��j>�; �;- �#�F�"B- %�#+/��/;- �;- f, 
/& "+$& /;j&�� ��9 
 E#�/"&��� "+�A �%* �; 
�#�F�"B %�#+/��/; �;- f j& &'��#&/; �� /;j&�� 
&%�FB- ��9-. 


�/���� 2   
�	
� 2� 
 

�.  
������� �� j���!�"�� �#�$j�� z = k + (k + 1)i, k  � . 
�. �� �%�!&�'&�& *�� � �&Aj&�#�"*- �*%�- �A� &�"*�A� 

��9 z &���� ; &9$&�� y = x + 1. 

�/���� 6 

�. ����� �%* �9��6- ��9- j���!�"�6- �#�$j�6- 
>3�9� 1  z � ;   


�/���� 9 
 

B.  �� ��� ��9- %#��j���"�6- �#�$j�6- �, E �/36&� 
�2 + E2 + 8 = (1 � i)4E � (1 + i)4�, �� !&�'&�& *�� � = 2 
"�� E = �2. 


�/���� 10 

�	
� 3� 


��&��� ; /9�+#�;/; f j& , 
x
n x l x)x(f �

�   x > 0. 

�. �� j&<&�;$&� ; /9�+#�;/; f A- %#�- �; j�������� "�� 
�� �"#*����. 


�/���� 10 
�. �� 9%�<���/&�& �o *#�o . )x(flim

x ���

�/���� 8 

. �� 9%�<���/&�& �� �#�/j>�� �<�"<B#Aj�:   

 . ��
2e 

1 
dx)x(fI


�/���� 7 

 



���� 3�� ���	
�� 
 

����� 3�� ��� 3 ���	
��

�	
� 4� 

��&��� ; /9�+#�;/; f j& f(x) = ;jx, *%�9 x  � .  

�. �� E#&��& �;� &'�/A/; �;- &F�%��j>�;- &9$&��- /�� 
/;j&�� (0, f(0)) �;- �#�F�"B- %�#+/��/;- �;- f. 

M�/����  10 

�. �� 9%�<���/&�& �� &jE�!*� ��9 3A#��9 %�9 
%&#�"<&�&��� �%* �; �#�F�"B %�#+/��/; �;- f "�� 
��- &9$&�&- y = x "�� y = 1. 


�/����  10 

. �� �%�!&�'&�&  *�� ��� "+$& x > 0 �/36&� ; 

���/*�;�� ;jx > x �
2
3

x2. 


�/����  5 
 

$*��!	� (�� ��9� �;�����D�/�9�)  

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ 
(;j&#�j;���, "��&6$9�/;, &'&��M*j&�� j+$;j�). �� j;� 
�����#+8&�& �� $>j��� /�� �&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� &%+�A j>#�- �A� 
FA���9%�?� �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. 
&� &%��#>%&��� 
�� �#+8&�& �%���!B%��& +<<; /;j&�A/;. 

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& j�M� j& �� �&�#+!�� 
"�� ��- FA���9%�&-.  

3. �� �%���B/&�& /�� �&�#+!�* /�- /& *<� �� $>j���. 

4. �+$& �%+��;/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� �%�!&"�B. 

5. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 
FA���9%�?�. 

6. ��� �;� "���/"&9B �A� /3;j+�A� /& $>j��� %�9 �%���&����,  
j%�#&��& �� 3#;/�j�%��B/&�& j�<6E�.  

7. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: ��� (1) ?#� j&�+ �; !����jB 
�A� FA���9%�?� "�� *3� %#�� �;� 17.00. 

 

	"#$
���	 	�!�"#!� 

�	�$� 
�%"
��$� 

 



���� 1�� ���	
�� 
 

����� 1�� ��� 3 ���	
�� 

��
���	�
 �����
��
 
��	��� ������� ��� �������	��  

	�� ��	��� ������� ��������� ��� ��������� 
�� �������	� 
������� 7 
���������� 2016 

����������� ������ ������ ���
�������
��� 
����	�� 
������ � & 
������ ��	������
 	�� �����S���	�
: 

��������	� 

����� 
������: ����
 (3) 

 

���� � 

�1. !� ���������� �� �  � �� ���� 1x {x | x 0} � � *+, �� �  ������

2

1(�'x)
 .
��� x

�  

������� 10 

�2. ���� f  ��� �������  ������� �� ��� ������� &. %�  �����7����  
������ ������� � ��������� �� f  ��� &;  

������� 5 

�3.  �� ��������	
��� � � �����
�� ��� ����������, �������� 
�� 
�������� 
� �	��� 
�� ������ ��� ��� �
�����	  
� ���� �����
� �� 
���� ����� ,  �� � �����
� � 	���  
�
��, � ��	
� ,  �� � �����
� � 	���  
�����
����.  

!.  6�����  
x 0

���x 1lim 1.
x�

�
�  

". %� ����� ������� �� g f�  �����/�����  ��� �/� �� ������ �� x  ��� 

������ ������� �� f ,  � �� �� ����� �� f (x)  ������  ��� ����� 
������� �� g .  

#. ��� ������ ������� ���� �������� f  ������  �� � ����  ��������� 
��� ��� ������ �/������ �� f .

 
�.  C �� ���� ������� f  ��� � ����  ������ ������� ���  

�����������  ��� ������� & ������  f
(x) 0,�  � �� ���� x & .  

�.  ��  f  �����  ��� ������� ������� ��� [�,	] ,  ���� ������  

 
	 �

� 	
f(x)dx f(x)dx .� �� �  

������� 10 
 
 
  



���� 2�� ���	
�� 
 

����� 2�� ��� 3 ���	
�� 

���� � 

&������   ������� 
�x 1f(x) , x 1,
x 1
�

� � �
�

 ���� �� � �����  ���� 

����������� �������. 

�1. !� 	�����  �� � ��� ��� �, "���  ���'��� �������� �� f  �� 

���������  ��� �� ����� A(3,2). 

������� 5 

 �� � 3�  ����:  

�2.  !� ���������� �� �   f   � ����  1-1.   
������� 6 

�3.  !� ���������� �� �   ��� �����' ������� �� f  � ����   

1 x 1f (x) , x 3.
3 x

� �
� �

�
 

������� 7 

�4.  !� 	����� �� ����� ����� ��� ���'��"� ����������� ��� 
����������� f  ���  1f .�  

������� 7 
 

����  

&������   ������� 
1f(x) x 1 , x 2

x 2
� � � �

�
.  

1.  !� ��/������� �� f  �� ���� � ��������� ���  �� ���������� �� �   f
� ����  ���/ ��� ������� 2 ��( , ).  

������� 6 
2.  !� 	�����  � �� ���������� �� ���'���� ��������� �� ��������

f .   
������� 6 

3.  !� ���/������� �� ��	���� E(/) ��� ������ ��� �����/������  ��� 
� ���'��� �������� �� �������� f  ���  � �� ������� 
y x 1, x /� � �  ���  x / 1� �  �� / 2� .  

������� 8 

4.  !� 	�����  � �� ����� � ���� ��� / (2, ) ��  ������  Q(/) ln2� .  

������� 5 



���� 3�� ���	
�� 
 

����� 3�� ��� 3 ���	
�� 

���� � 

&������   ������� 

0 ,   x 0
x lnxf(x) , 0 x 1
x 1

1,     x 1.

�

��� � �	

��
���

 

�1. !� ���������� �� �   f  �����  ������� ��� ������� [0, ).� �  
������� 8 

 

�2. !� ���������� �� �   f  �����  ������ ������� ��� ������� [0, )� � .  

������� 7 
 

�3.  !� ���������� �� �  � �� ���� x 0�  ������  
1f(x) f lnx.
x

� �� �� �
� �  

������� 5 

�4.  !� ���/������� �� ���� 
x

f (x)x

f(e )lim .
e���  

������� 5 
 

�����
 �� ���
 ������������
 
1. 9�� �������� �� ���?��� ���� �� ������������� (��������,  

�����7����� �����).  !� �� ��� ����?��� �� ������ ��� ��������.   
2.  !� ���?��� �� ��������"���� ��� ��� ���� ����� ��� 

'����������'�� ������ ��/�� ��� ����������.  %���� ����"����  
��� ���� ��� ������ ��� �� 	����/������ �� ����� ��������. 
@��� �� ����"��� ��� �� �����"���� ��7�  �� �� �������� ���  �� 
'����������'�. 

3.  !� ���������� <%� %�%5��$= <!�  �� �/� �� ������. 
4.  !� ���?��� � �� ���������� ��� ���� �� ��/� � ���� �� ����� ���/� 

������/� ��/���. 
5.  @��� ������ ����������� ���������� � ����  ��������.  
6.  &������� �������: %���� (3) "��� ���� � ������� ��� 

'����������'��. 
7.  A����� ������� ����"���: $�� (1) "�� ���� � ������� ��� 

'����������'�� ���  ���  ���� � ��  17:00. 
 


�
 ������
�� KA�� ��������  

����
 ��������
 



���� 1�� ���	
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����� 1�� ��� 4 ���	
�� 

��
���	�
 �����
��
 
��	��� ������� ��� �������	��  

	�� ��	��� ������� ��������� ��� ��������� 
�� �������	� 
����� 5  
���������� 2017  
����������� ������:  

��������	� ���
�������
��� 

����� 
������: ��

���
 (4) 

 

���� � 
A1. ���� ��� ������� f  ������� �� ��� ������� & ��� ox  ��� ��������� ����� 

��� &. ��  f  ��������7�� ������ �������� ��� ox  ��� ����� ����������� ��� 
����� ����, ���� �� ���������� ��� of (x ) 0� � .  

������� 7  
A2. #������� ��� �������� ���������: 

 «C�� ���� ������� f ������� ��� ��� '���� ����������� ��� � , �� ��� 

������ ox �  ������ Of (x ) 0�� � , ���� �� ox  ����� ��� ������ ������ �� f». 

�) !� ������������ ��� �������� ��������� ���'����� ��� �������� ��� �� 

������ �, �� ����� �/���, � �� ������ T, �� ����� ?�����.            (������ 1) 

	) !� �����/������� �� ������� ��� ��� ��"��� �).                     (������� 3) 
������� 4 

 

A3. !� ������� 
�� �������� 
� �� ������ ��� ����
�����	 
�� ���
� � 
���	� 
������!��� 
�
�� ��� ������� �����
�: 

C�� ���� ������ ������� f : [ , ]) ( � � , �� ������ f( ) f( ) 0) � ( � , ���� 

�)  ������ f(x) 0�  ��� ���� /�� ��� (�,	). 

	)  ������ f(x) 0�  ���� ����	"� ��� /�� ��� (�,	). 

�)  ������ f(x) 0�  ���� ���/������� ��� /����� ��� (�,	). 

�) ��� �������� �� ������ ���������� ��� �� �/���� ��� /����� �� ������� 
f(x) 0�  ��� (�,	). 

������� 4  
 
 
 



���� 2�� ���	
�� 
 

����� 2�� ��� 4 ���	
�� 

A4. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ���������� �������� 
�� �������� 
�, 
�	��� 
�� ������ ��� ����
�����	 
� ���� �����
�, �� ���� �����, �� � �����
� 
�	��� 
�
��, � ��	
�, �� � �����
� �	��� �����
����.  
!) C�� ���� ������ ������� f : [ , ]) ( � � , �� G ����� ��� ��������� �� f 

��� [�,	], ����  f(x) dx G( ) G( )
)

(
� ) � (� . 

") $�� ������� f /������ ������ ������� �� ��� ������� & ��� ������ 
������� ��, �� �������� 1 2x ,x @

 �� 1 2x x� , "��� 1 2f(x ) f(x ).�  
#) �� ��� ����� $(�,	) ������ �� ���'��� �������� ���� ��������?��� 

�������� f, ���� �� ����� $�(	,�) ������ �� ���'��� �������� C�  
�� 1f � . 

�) C�� ���� ������ �������  f : [ , ]) ( � � ,  ����� ����� ����������� ��� 
(�,	), �� f(�) = f(	), ���� ������� ����	"� ��� ;  (�,	)  ������ "��� f ( ) 0� ; � . 

�) C�� ���� ������ �������  f : [ , ]) ( � � , �� ������ f(x) dx 0
)

(
�� , ���� 

f(x) 0�  ��� ���� x[�,	]. 
������� 10  

���� � 

&������   ������� 
x

2x

eh(x) , x
1 e

� 
�

� .  

�1. !� ��/������� � ������� h �� ���� � ��������� ���  �� 
��������. 

������� 7 

�2.  !� 	����� �� ����/� � ��"� �� h. 

������� 7 
�3.  !� 	����� � ��  ���������� �� ���'���� ��������� ��  

�������� h. 

������� 5 

�4.  !� ���/������� �� �/��/����� 
1

x

0
e h(x)dx� .  

������� 6 
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����  
&������  �� ��������� �IC& ��� ���/���� 
�������� �� �/���� 2cm. �� �� ��������� QT5# 
����  � ��  ����'�� ��� ���� �/����� ��� �IC&: 
1. !� ��'������ �� �/���� QT ����������  

��� x.  
������� 6 

2.  !� ���������� �� �  �� ��	���� ��� 
������"��� QZ5# �������  ��� � 
�������: 

       2f(x) 2x 4x 4, 0 x 2� � � � �  

������� 4 
3.  !� 	����� � �� ����� � ���� ��� x �� ��	���� ��� ������"��� QT5# 

�������  �/������ ���  � �� ����� �������.  
������� 9 

4.  !� ��������� �� �������  ox [0, 2] ,  � �� �� ����� �� ��	���� of(x )
��� ��� �������� ������"��� QT5# �������  �� ox4e 1�  cm2.   

������� 6 
 

���� � 
���� ������� f ,  ������� ���  ����������� ��� ������� [0, 3],  � �� 
�� ����� �����7��� �� ����:  

#  5 ���'��� �������� �� f �  � ������  ��� �������� �����: 

&     5           C    

�            Q      I   

x    
x   

x   
x   

#  

T   

     0            2    3 

9 

1 

-3 
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�� 
 

����� 4�� ��� 4 ���	
�� 

#  f(0) 2 , f(1) 0� �  
#  %� ��	���� ��� ������ ��� �����/������  ������ � ���'���� 

��������� �� f�  ���  ��� �����"� x=0 ���  x=3 �������  �� 8 � .�.  
#  5 f  ��� ��������� �  � ��  ��������� ��� ���������� ���������� � ��"� 

��� ������� [0, 3].  

�1.  !� ���������� �� �  f(3) 2, f(2) 2� � �  ���  �� 	�����,  �� ��������, 

�� 
x 1 x 0
im , imf(x) x

lnx f(x)-2
� �
� �

,  � �����/��"���� � �� ���������� ���. 

������� 8 
�2.  !� ������������� �� ���������� ��� �����  f  �����  ������ 

�������, ������ '�������, �����, ���/ ���  � ��  ������ �����"� 
��������� ���  ������ ������ �� f .    

������� 8 

�3.  !� ���������� �� �  �������  �������� ! "ox 2,3  ��� �� ����� ��� 

�������  �� 
ox x

1lim .
f(x)�

  

������� 5 

�4. !� ���������� � ���'��� �������� �� f .   
������� 4 

 
�����
 (#$! %�&� �'�%!*�+,��&�) 

 
1. 
%� �'?@&CC� ��� ��������� �� ���?��� �� �����7����� �����. 
%� �<?@&CC� 

D��E-D��E �� ����/�"���� �� ������� ��� ��������. 
%/� !5FG %E� 
!D!�%G<�?� <!� �� ���?��� ����-���� �� �������� ��� �� �����7����� 
�����. �! +/� !�%$#5�;�%� �� ������ ��� �������� ��� �! +/ #5�;�%� ������� 
���� ���������� ��� �� ����� ���. 

2. !� ���?��� �� ��������"���� ��� ��� ���� ����� ��� '����������'�� ������ 
��/�� ��� ����������. �&F=� </+�$?<�$� <!� D��E <%! H,+!%! ��� H! 
"!H+�C�#/H�J� <� L!+M! D�5MD%E</. @��� �� ����"��� ��� �� �����"���� 
��7� �� �� �������� ��� �� '����������'�. 

3. !� ���������� <%� %�%5��$= <!� �� �/� �� ������ +=�� �� ��/� � +=�� �� ����� 
���/� �� ��/��� ��� ��� �	����.  

4. @��� ������ ����������� ���������� ����� ��������. 
5. &������� �������: ����� (3) "��� ���� � ������� ��� '����������'��. 
6. A����� ������� ����"���: 17:00 
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��$�"��&!	� 	�	���	!� *� ����� 
	��	&!%$" 	%!�!$" �"'	!$" 

��&��'	"� 25 
�($" 2001 
	�	��)$
	%$ 
���
�:  


���
��!'� �	�!'�� '�! �	#%$�$�!'�� 
'��	"�"%��� 

�"%$�$ �	�!*+%: �&	!� (3)  
 

�	
� 1� 
�. �) �� z1 = #1 (/9� $1 + i ;μ$1) "�� z2 = #2 (/9� $2 + i ;μ$2) 

&���� !6� μ���!�"�� �#�$μ�� /& �#��A��μ&�#�"B 
μ�#FB, �� �%�!&�'&�& *��: 

z1·  z2 = #1 #2 [/9� ($1+$2)+i ;μ ($1+$2)] 
"����� 6,5 

 �) ��  z = � + E i μ& �, E  R, &���� >��- μ���!�"*- 
�#�$μ*-, �� �#+8&�& /�� �&�#+!�* /�- �� 
�#+μμ��� �;- ������ ! ��9 &%*μ&��9 %���"�, "�� 
!�%<� /& "+$& �#+μμ� ��� �#�$μ* �;- ������ !! 
%�9 ����/���3&� /�; /A/�B �%+��;/;. 

����� ! ����� !! 

  A.   Re(z) 

  �.   Im(z)  

  �.   -z 

  *.     z   

  	.   z   

  ��.   z z �   

1.   -� - Ei 

2.   � - Ei 

3.   � + E 

4.   � 

5.     	� 22 �   

6.   �2 + E2

7.   E 

 "����� 6 



���� 2�� ���	
�� 
 

 

�. 
������� �� μ���!�"�� �#�$μ��  z1 = 1 + i  "�� z2 = i . 

 �) �� �#+8&�& ��9- z1 "�� z2   /& �#��A��μ&�#�"B 
μ�#FB.  "����� 8 

 �) �� E#&��& �;� �#��A��μ&�#�"B μ�#FB ��9 
����μ>��9  z1·  z2 . "����� 4,5 

�	
� 2� 


��&��� ; /9�+#�;/; f(x) = x2 - 4x + 3,  x  R . 

�) �� E#&��& �� /;μ&�� ��μB- �;- �#�F�"B- 
%�#+/��/;- �;- f μ& ��9- +'��&- x�x "�� y�y. 

"����� 7 

�) �� E#&��& �;� &'�/A/; �;- &F�%��μ>�;- �;- 
�#�F�"B- %�#+/��/;- �;- f /�� /;μ&�� � (3, f(3)) . 

"����� 9 

) �� E#&��& �� !��/�Bμ��� μ��������- �;- 
/9�+#�;/;- f. "����� 9 

�	
� 3� 

��&��� ; /9�+#�;/; f: R�R, ��� �;� �%��� �/36&� 

2 - x4 � f(x) � 2 + x4,  ��� "+$& x  R . 
�� �%�!&�'&�& *��:  
�) f(0) = 2 "����� 6 

�) H /9�+#�;/; f &���� /9�&3B- /�� /;μ&�� x0 = 0 . 
"����� 9 

) � /9�+#�;/; f &���� %�#��A��/�μ; /�� /;μ&�� 
x0 = 0 . "����� 10 

����� 2�� ���	
�� 
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�� 
 

 

�	
� 4� 

@�� ��9#�/��"* <&AF�#&�� >3&� �� !���6/&� �%*/��/; 
625  km μ& /��$&#B ��36�;��   x  km  �;� ?#�. �6μFA�� μ& 
��� �?!�"� �!�"B- �9"<�F�#��- �� μ>��/�� *#�� ��36�;��- 
&���� 90  km  �;� ?#�. �� "�6/�μ� "�/��M�9� 160 !#�3μ>- �� 

<��#�, ; A#���� "����+<A/; &����  ��  <��#� 

"�� ; �μ��EB ��9 �!;��6 &���� 2000  !#�3μ>- �;� ?
�

�
��
�

�
�

200
x5,5

2

#�. 
�) �� �%�!&�'&�& *�� �� /9��<�"* "*/��-  � (x)  �;- 

!��!#�μB- &����: 

 ,x500
x

1800000)x(K ��  0 � x � 90 . 

"����� 12 

�) �� E#&��& �;� ��36�;�� ��9 <&AF�#&��9 ��� �;� �%��� �� 
"*/��- �;- !��!#�μB- ���&��� &<+3�/��. "����� 13 

�
��	�� (��� ��9- 9%�8;F��9-) 

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& μ*�� �� %#�"���#"��"+ (;μ&#�μ;���, 
"��&6$9�/;, &'&��M*μ&�� μ+$;μ�). �� $>μ��� !&� $� �� �����#+-
8&�& /�� �&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���μ��&%?�9μ* /�- /�� %+�A μ>#�- �A� 
FA�������#+FA� �μ>/A- μ*<�- /�- %�#�!�$�6�.   

 
&� &%��#>%&��� �� �#+8&�& "�μ�+ +<<; /;μ&�A/;.
 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& μ�M� μ& �� �&�#+!�� "�� 

�� FA�������#�F�. 
3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� �� ��� �� $>μ���. 
4. �+$& <6/; &%�/�;μ���"+ �&"μ;#�Aμ>�; &���� �%�!&"�B. 
5. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- μ&�+ �; !����μB �A� 

FA�������#+FA�. 
6. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;- : ��� (1) ?#� μ&�+ �; !����μB �A� 

FA�������#+FA�. 

K��� 	�!�"#!� 
����� �������� 

����� 3�� ���	
�� 



���� 1�� ���	
�� 

� ���� 

��$�"��&!	� 	�	���	!� *� ����� 
	��	&!%$" 	%!�!$" �"'	!$" 

�	��&�� 4 !$"%!$" 2003 
	�	��)$
	%$ 
���
� �	�!'�� '�! 

�	#%$�$�!'�� '��	"�"%���: 
���
��!'� 
�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� (4) 

�	
� 1� 

�. @/�A ; /9�+#�;/; f(x) = &Fx. 

�� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/; f &���� 
%�#��A��/�μ; /�� R1 = IR – {x�/9�x = 0} "�� �/36&� 

f�(x) =   
x/9�

1
  2 . 

�
���� 10 

�. #�� ����μ�� ��� �� �������� �����
�� �� 
������� 
�� �������� 
� ��� ����μ� �� ���, 
����$! �	���, ��� ������� (�), �� � �����
� 
�	��� 
�
��, � (�), �� ���� �	��� �����
μ���. 

1. �� μ>�#� ��9 μ���!�"�6 �#�$μ�6  z = x + yi, 
*%�9 x, y %#��μ���"�� �#�$μ��, !��&��� �%* ��� 
�6%�   y  x   z  22 ��  . 

2. �� !6� μ&��E<;�+ μ&�>$; x, y /9�!>����� μ& �; 
/3>/; y = f(x), *��� f &���� μ�� %�#��A��/�μ; 
/9�+#�;/; /�� x0, �*�& ���μ+M�9μ& #9$μ* 
μ&��E�<B- ��9 y A- %#�- �� x /�� /;μ&�� x0 �;� 
%�#+�A��  f�(x0) . 

 

 

����� 1�� ���	
�� 



���� 2�� ���	
�� 

� ���� 

3. @/�A μ�� /9�+#�;/; f %�#��A��/�μ; /’ >�� 
!�+/�;μ� (�, E), μ& &'��#&/; �/A- >�� /;μ&�� 
��9 x0, /�� �%��� *μA- ; f &���� /9�&3B-. �� 
f�(x) > 0 /�� (�, x0) "�� f�(x) < 0 /�� (x0, E), �*�& 
�� f(x0) &���� ��%�"* &<+3�/�� �;- f . 

4. � /9M9�B- "+$& μ���!�"�6 �#�$μ�6 z = x + yi, 
*%�9 x, y %#��μ���"�� �#�$μ��, &���� � 

μ���!�"*- = – x + yi  .   z  
_

5. �� 9%+#3�9� �� *#�� �A� /9��#�B/&A� f "�� g 
/�� x0, �*�& �/36&� 

  
xglim

xflim
  

)x(g
)x(f

lim   
)(

)(

0

0

0
xx

xx

xx
�

�

�
� ,  &F*/�� .  0  g(x)lim  

0xx
�

�

�
���� 15 

�	
� 2� 

@/�A ; /9�+#�;/;   
2-x
3x - x

    f(x)
2

� ,  x  IR – {2} . 

�. �� E#&��& ��  
x

f(x)
lim  

0x�
. 

�
���� 7 

�. �� �%�!&�'&�& *�� ; &9$&�� y = x – 1 &����  %<+��� 
�/6μ%�A�; �;- �#�F�"B- %�#+/��/;- �;- f /�� +� . 

�
���� 8 

. �� �%�!&�'&�& *�� ; f &���� ��;/�A- �6'�9/� /�� 
(2, +�). 

   �
���� 10 
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� ���� 

�	
� 3� 

@/�A ; /9�+#�;/;  

  
5  x  ��25, - 10x

5  x  ��,x
    f(x)

2

�
	



 
�

�  

"�� �� /;μ&�� x0 = 5 . 

�. �� �%�!&�'&�& *�� ; f &���� /9�&3B- /�� x0 = 5. 

�
���� 5 

�. �� �%�!&�'&�& *�� ;  f %�#��A��M&��� /�� x0 = 5  

"�� �� E#&��& �;� f�(5) . 

�
���� 8 

. �� E#&��& �;� &'�/A/; �;- &F�%��μ>�;- �;- 
�#�F�"B- %�#+/��/;- �;- f /�� /;μ&�� �(5, f(5)). 

�
���� 4 

�. �� E#&��& �� ��%�"+ �"#*���� �;- /9�+#�;/;- f .  

�
���� 8 

�	
� 4o  

@/�A �� μ���!�"�� �#�$μ�� z = x + yi, *%�9 x, y 

%#��μ���"�� �#�$μ�� "��   
zi

)zi(i
w 

�
�

�  μ& z � i . 

�� �%�!&�'&�& *�� : 

�.   i 
)1y(x

y - x - 1
  

)1y(x
x2

w 22

22

22 ��
�

��
� , 

�
���� 8 
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���� 4�� ���	
�� 

� ���� 

�. �� � w &���� %#��μ���"*- �#�$μ*-, �*�& ; &�"*�� 
��9 z ��B"&� /& "6"<� ">��#�9 �(0 , 0) "�� �"����- 
#1 = 1 "�� 

�
���� 8 

. �� � z &���� %#��μ���"*- �#�$μ*-, �*�& ; &�"*�� 
��9 w ��B"&� /& "6"<� ">��#�9 �(0 , 0) "�� 
�"����- #2 = 1 . 

�
���� 9 

 
 
 

$*��!	� (�� ��9� 9H�F�PG�9�) 

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& μ*�� �� %#�"���#"��"+ (;μ&#�μ;���, 
"��&6$9�/;, &'&��M*μ&�� μ+$;μ�). �� $>μ��� !&� $� �� �����#+-
8&�& /�� �&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���μ��&%?�9μ* /�- /�� %+�A μ>#�- �A� 
FA�������#+FA� �μ>/A- μ*<�- /�- %�#�!�$�6�.   

 
&� &%��#>%&��� �� �#+8&�& "�μ�+ +<<; /;μ&�A/;.

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& μ�M� μ& �� �&�#+!�� 
"�� �� FA�������#�F�. 

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� �� ��� �� $>μ���. 

4. �+$& <6/; &%�/�;μ���"+ �&"μ;#�Aμ>�; &���� �%�!&"�B. 

5. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- μ&�+ �; !����μB �A� 
FA�������#+FA�. 

6. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: ��� (1) ?#� μ&�+ �; !����μB �A� 
FA�������#+FA�. 

 
K��� 	�!�"#!� 
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�������
���� �����
���� �	�
����� 
�' 
�	� ��������� ������� �������


�
��
 7 ������� 2004
�	�
������� ����� ��
��� ���


�&�������� ��
�������: �����
���
������ �������: 
������� (4)

���� 1�

�. �� z1 = � � 8i  &��  z2  = � � �i , !��� �,8,�,�  IR    ,     ����� μ�����&��
���'μ��, �� ������"��� !��: 

2121 zzzz ���

������� 10

��� ����μ�� �	
 ��� �	
μ���� 	������� �, �, �, � ��� ��,
�� ������ ��� ������
 ��� �� ��μμ� ��� ���, ������
��	��, ��� ������� (�), �� � 	
���� ����� ����� � (�), ��
���� ����� ������μ���.

�. �� E1(� ,  8) &�� E2(� ,  �) ����� �� ��&!��� ��� ��8i &��
���i ��������4�� ��� μ�����&! �������, �!�� �
������μ���&$ �&���� ��� ���%���� ��� μ�����&2� ��8i
&�� ���i ����� � ���%��� ��� ������μ���&2� �&�����
����.

������� 3

�. J�� &�'� μ�����&! ���'μ! z = � � 8i, !���  � , 8  IR  ,  ��4*��

z  = � � � 8i .

������� 3

�. ��� � ���������  f(x) = ���x , !��� x  IR . H ���������  f
����� ����������μ� &�� ��4*��  f6(x) = ��μx.

������� 3
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����� 2�� ���	
��

�. ��� μ�� ��������� f ����μ��� �� ��� ������μ� 
. ��

# � f ����� ����4$� ��� 
 &��

# f6(x) = 0 ��� &�'� �������&! ��μ��� x ��� 
,
�!�� � f ����� ���'��$ �� !#� �� ������μ� 
.

������� 3  

�
. ��� μ�� ��������� f, � ����� ����� ����4$� �� ���
������μ� 
. ��  f6(x) < 0  �� &�'� �������&! ��μ���
x ��� 
, �!�� � f ����� ������� �*"���� �� !#� �� 
.

�������  3

���� 2�


������ � ���������:

f(x)= x21x4 2 �� ,     x  IR    .

� )  9� ������"��� !�� :

i )   2
x

1)x(f
0x

lim �
�

�
 ,

������� 10

i i )  f 6 (0)= 2 f (0).

�������  5

�) 9� ���#������� ��:     )x(f
x
lim

���
 .

������� 10

���� 3�


������ � ��������� f(x) = 
2x

3x8x� 2

�
��

 ,  x   IR � { 2 } ,   !���

�, 8 ���'���� ����μ���&�� ���'μ��. � ���%�&$ ���������
Cf ��� ���������� f ����4���� ��! �� ��μ��� �(1,�4) &��
��4*�� � �4���      f(3) � 3 f(1) = 0.

�) 9� ������"��� !�� � = 1 &�� 8 = 0.

������� 9
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����� 3�� ���	
��

�) 9� 8����� ��� �"����� ��� �%����μ���� ��� ���%�&$�
���������� ��� f ��� ��μ��� ��� � (1,�4) .

������� 8

�) 9� ������"��� !�� � ��'���   y = x � 2  ����� ��*μ�����
��� ���%�&$� ���������� ��� ���������� f ��� �� .

������� 8 

���� 4o 

5����*μ� ���� μ�����&�*� ���'μ�*� z = x � yi, !��� x, y
����μ���&�� ���'μ��, ��� ���� ������� ����4�� k  IR 2���
�� ��4*��: 

x = 3�k   &��   y = 2k�1 .

9� ������"��� !��: 

�) ��  3 Re(z) � 4 Im(z) = 3,    �!�� k = �2.

������� 9

�) �� 51z �� , �!�� 10z �  .

������� 10

�) �� ��&!��� E ��� μ�����&2� ���2� ���'μ2� z ���
μ�����&! ������� ��$&��� �� ��'���, ��� ������ ��
8����� ��� �"�����.

������� 6

������ ��� 
��� �	�
���������

1. ��� �������� �� ���@��� μ!�� �� ���&����&��&�
(�μ���μ����, &���*'����, �"���/!μ��� μ�'�μ�). ��
'�μ��� ��� '� �� �������@��� ��� ��������.

2. 9� ���@��� �� ���μ����2��μ! ��� ��� ���� μ���� ���
%����������%�� �μ���� μ!#�� ��� ������'�*�. 
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�� ����������� �� ���@��� ������$���� �##� ��μ�����.

>��� ��� ���42���$ ��� �� �����2���� μ�/� μ� ��
�������� &�� �� %����������%�.

3. 9� �����$���� !"� "�"#��$% !�� !� %*� �� '�μ���.

4. >�'� #*�� ������μ���&� ��&μ����μ��� ����� �����&�$.

5. 
���&��� �"������: ����� (3) 2��� μ��� �� �����μ$ ���
%����������%��.

6. ��!��� �����$� ���42�����: μ�� (1) 2�� μ��� ��
�����μ$ ��� %����������%��.

K�� ���
�&��


���� �����
��



���� 1�� ���	
��

� ����

����� 1�� ���	
��

��$�"��&!	� 	�	���	!� *� �����
	��	&!%$" 	%!�!$" �"'	!$"

��&��'	"� 4 !$"%!$" 2004
	�	��)$
	%$ 
���
� �	�!'�� '�!

�	#%$�$�!'�� '��	"�"%���: 
���
��!'�
�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� (4)

�	
� 1�

�. �� � + Ei, �+!i &���� μ���!�"�� �#�$μ��, *%�9 �, E, �, !  IR "��
�+!i �0, �� �%�!&�'&�& *��: 

i  
!  �

�!– E�
  

!  �

E!  ��
  

!i�
Ei�

2222 �
�

�
�

�
�
�

�
���� 9

�. %��� �������� �	����, ���� μ������& ����μ� ��
������ � �	��� 	
� μ� '�� μ��� ����μ& �� ������ ��
(��� ����μ�* 
�� ����� �� ����

�����).

����� ! ����� !!

  �.   i1

  B.   i2

  �.   i3

  *.   i4

  1.   – i

  2.   + 1

  3.   i 

  4.   – 1

  5.   0

  6.   4

�� �#+8&�& /�� �&�#+!�* /�- �� �#+μμ��� �;- ������ !
��9 %�#�%Y�A %���"� "�� �"#�E?- !�%<� /& "+$& �#+μμ�
��� �#�$μ* �;- ������ !!, �/�& �� !;μ��9#�&���� ; /A/�`
����/���3��.

�
���� 4 



���� 2�� ���	
��

� ����

����� 2�� ���	
��

#�� ����μ�� ��� �� �������� �����
�� �, �, � ��� ��,
�� ������� 
�� �������� 
� �� ��+μμ� �� ���, ����$!
�	���, ��� ������� (�), �� � �����
� �	��� 
�
��, � (�),
�� ���� �	��� �����
μ���.

�. @/�A !6� /9��#�B/&�- f, g �#�/μ>�&- /& >�� !�+/�;μ�

. �� �� f, g &���� /9�&3&�- /�� 
 "�� f�(x) = g�(x) ���
"+$& &/A�&#�"* /;μ&�� x ��9 
, �*�& 9%+#3&� /��$&#+
c �>����, ?/�& ��� "+$& x  
 �� �/36&�: f(x) = g(x) + c.

�
���� 3

*. ��� /9�+#�;/; f <>�&��� ��;/�A- F$���9/� /& >��
!�+/�;μ� 
 ��9 %&!��9 �#�/μ�6 �;-, *��� ���
�%���!B%��& x1 , x2  
 μ& x1 < x2 �/36&�: f(x1) < f(x2).

�
���� 3

	. @/�A ; /9�+#�;/; x  f(x) �  . H /9�+#�;/; f &����

%�#��A��/�μ; /�� (0,+�) "�� �/36&� 
x

2
  (x)f ��  .

�
���� 3

��. � /9��&<&/�B- !�&6$9�/;-, <, �;- &F�%��μ>�;- /��
/;μ&�� �(x0, f(x0)), �;- �#�F�"B- %�#+/��/;- Cf μ��-
/9�+#�;/;- f, %�#��A��/�μ;- /�� /;μ&�� x0 ��9 %&!��9
�#�/μ�6 �;- &���� < = f�(x0).

�
���� 3  

�	
� 2�


��&��� ; /9�+#�;/;, 
�
	



 �
���

1x     k,  6x

1 x   3,  x4
)x(f

2
   , *%�9 k  IR . 

�. �� E#&��& �;� ��μB ��9 k, ?/�& ; f �� &���� /9�&3B- /��
x0 = 1.

�
���� 10
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��

�. �� E#&��& �;� &'�/A/; �;- &F�%��μ>�;- �;- �#�F�"B-
%�#+/��/;- �;- f /�� /;μ&�� �(–1, f(–1)).

�
���� 8

. �� E#&��& ��� %#��μ���"* �#�$μ*  μ, ?/�& �� �/36&�:  

μ� f�(–5) + f�(5) + 34 = 0.
   �
���� 7

�	
� 3�


��&��� ; /9�+#�;/; f(x) = 2x3 – 3x2 + 6�x + E, *%�9 x  IR
"�� �, E %#��μ���"�� �#�$μ��. � /9�+#�;/; f %�#�9/�+M&�
��%�"* �"#*���� /�� /;μ&�� x0 = –2 "�� &���� f(–2) = 98.

�. �� �%�!&�'&�& *�� � = –6 "�� E = 54 .

�
���� 6

�. �� μ&<&�B/&�& �;� f A- %#�- �; μ��������.

 �
���� 9

. �� "�$�#�/&�& �� &�!�- �A� �"#��+�A� �;- /9�+#�;/;- f.

�
���� 4

�. �� �%�!&�'&�& *�� ;  &'�/A/; f(x) = 0 >3&� �"#�E?- μ��
#�M� /�� !�+/�;μ� (–1, 2).

�
���� 6

�	
� 4o 

�&A#�6μ& ��9- μ���!�"�6- �#�$μ�6- z = x + yi, *%�9 x, y
%#��μ���"�� �#�$μ��, ��� ��9- �%���9- 9%+#3&� �  IR ?/�&
�� �/36&�:

! " i � – 1  �    i
2i

z– z
   

2
z  z

22

����
�

�
��
�

�
���

�

�
��
�

� �
 .

�� �%�!&�'&�& *��: 



���� 4�� ���	
��

� ����

����� 4�� ���	
��

�. �� Im(z) = 0, �*�& � = 1.

�
���� 5

�. �� � = 0, �*�& z2 + 1 = 0.

�
���� 5

. ��� ��� %#��μ���"* �#�$μ* � �/36&�:  1  �  0 ��  .

�
���� 7

�. �� &�"_�&- � �A� μ���!�"�� �9��� �#�$μ�� z /��
μ���!�"_ &%�%&!� ��`"�9� /& "a"<�, ��9 �%���9 ��
E#&��& �� ">��#� "�� �;� �"����.

�
���� 8 

$*��!	� �!� �$"� 	�	��)$
	%$"�

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& μ*�� �� %#�"���#"��"+
(;μ&#�μ;���, "��&6$9�/;, &'&��M*μ&�� μ+$;μ�). ��
$>μ��� !&� $� �� �����#+8&�& /�� �&�#+!��.

2. �� �#+8&�& �� ���μ��&%?�9μ* /�- /�� %+�A μ>#�- �A�
FA�������#+FA� �μ>/A- μ*<�- /�- %�#�!�$�6�. 


&� &%��#>%&��� �� �#+8&�& �%���!B%��& +<<; /;μ&�A/;.

���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& μ�M� μ& ��
�&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�.

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� �� ��� �� $>μ���.

4. �+$& <6/; &%�/�;μ���"+ �&"μ;#�Aμ>�; &���� �%�!&"�B.

5. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- μ&�+ �; !����μB �A�
FA�������#+FA�.

6. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: μ�� (1) ?#� μ&�+ �;
!����μB �A� FA�������#+FA�.

K��� 	�!�"#!�

�	�$� 
�%"
��$�
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� ���� 

	��%�����!'	� ��$�"��&!	� 	�	���	!�  
*� ����� 	��	&!%$" 	%!�!$" �"'	!$" 

��&��'	"� 8 !$"�!$" 2005 
	�	��)$
	%$ 
���
� �	�!'�� '�! 

�	#%$�$�!'�� '��	"�"%���: 
 
���
��!'� 

�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� (4) 

�	
� 1�    
�.  

1. @/�A j�� /9�+#�;/; f �#�/j>�; /& >�� !�+/�;j� 
. 
�� ; f &���� /9�&3B- /�� 
 "�� f�(x) = 0 ��� "+$& 
&/A�&#�"* /;j&�� x ��9 
, �*�& �� �%�!&�'&�& *�� ; f 
&���� /��$&#B /& *<� �� !�+/�;j� 
. 


�/���� 12 

2.  @/�A � >�� 9%�/6��<� ��9 	R.. . �� ���j+M�9j& 
%#��j���"B /9�+#�;/; j& %&!�� �#�/j�6 �� �;  


�/���� 3 
 

�. #�� ������� ��� �� ������� �����
�� �� ������� 
�� 
�������� 
� ��� ������ �� ��� ����$! �	��� ��� ������� (�), 
�� � �����
� �	��� 
�
��, � (�), �� ���� �	��� �����
����. 

1. �� z  = x+yi,   j& x, y  	R. ,  �*�&:  .z–    z �  


�/���� 2
 

2. �� z = �+Ei,  �*�&:  �  z z �� ,  ��� "+$& �, E  	R. .  


�/���� 2 

3. �� x  { 0, �*�& �/36&�  .–    
x
1

 lim
20  x

��
�

 


�/���� 2 

 

����� 1�� ���	
�� 



���� 2�� ���	
�� 

� ���� 

4. @/�A ; /9�+#�;/; f(x) = &Fx. � /9�+#�;/; f &���� 
%�#��A��/�j; /�� 	R    1  =  	R. – {x < /9�x = 0} "�� �/36&�:  

 
x/9�

1
    (x) �f

2
�  . 

                                            
�/���� 2 

5. �� 9%+#3&� �� *#�� �;- /9�+#�;/;- f /�� x0  	R. , 
�*�&:  ! " ! " ,f(x)limk   f(x)k lim

00 x xx x ��
�  ��� "+$&  /��$&#+  

k 	R       . 

�/���� 2 

�	
� 2� 


��&��� � j���!�"*- �#�$j*-  ,
i–2

3ix
    z

�
�   x	R.  . 

�. �� E#&��& �� x, ?/�& � �#�$j*- z �� &���� F����/��"*-. 


�/���� 10 

�. �� x = –6, �� �%�!&�'&�& *�� � z &���� %#��j���"*- 
�#�$j*-. 


�/���� 6 

. �� x = 4, �� E#&��& ��  z .  


�/���� 9 
 

�	
� 3� 


��&��� ; /9�+#�;/;                . 
�
�

�
	




 

��

�

1x   ,          1– x

1x   ,       1  x–

    f(x)
4

3

 

�. �� j&<&�B/&�& �; /9�+#�;/; f A- %#�- �; /9�>3&��. 


�/���� 6 

 

����� 2�� ���	
�� 



���� 3�� ���	
�� 

� ���� 

�. �� E#&��& �� !��/�Bj��� j��������- �;- /9�+#�;/;- f. 


�/���� 10 

. �� &'&�+/&�&, �� ; /9�+#�;/; f �"���%��&� ��- 9%�$>/&�- 
��9 $&A#Bj���- Rolle /�� !�+/�;j� [–1,2]. 


�/���� 9 
 

�	
� 4o  


��&��� ; /9�+#�;/; 
4

x–kx
    )x(f

2

� ,   x  	R ,  �;- �%���- ; 

&F�%��j>�; �;- �#�F�"B- �;- %�#+/��/;- /�� /;j&�� �(0,0) 
>3&� /9��&<&/�B !�&6$9�/;- < = 1.   
 
�. �� �%�!&�'&�& *�� k = 4. 


�/���� 7 

�. �� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/; f >3&� �<�"* j>��/��, �� 
�%��� "�� �� E#&��&. 


�/���� 8 

. �� �%�!&�'&�& *�� /�� !�+/�;j� (2,4) 9%+#3&� j���!�"* 
/;j&�� ', /�� �%��� ; &F�%��j>�; �;- �#�F�"B- 
%�#+/��/;- �;- /9�+#�;/;- f &���� %�#+<<;<; /�;� 
&9$&�� ��, *%�9 �(2, f(2)) "�� �(4, f(4)). 


�/���� 10 

 

 

$*��!	� �!� �$"� "�$Q�S!$"� 

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ 
(;j&#�j;���, "��&6$9�/;, &'&��M*j&�� j+$;j�). �� 
$>j��� ��/ ?� �� �/����F��� /�� �&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� &%+�A j>#�- �A� 
FA�������#+FA� �j>/A- j*<�- /�- !�$�6�.   
*�/ �H���BH���� /� ��F��� �H�����H��� ���� 
��D�G>��. 

 

����� 3�� ���	
�� 



���� 4�� ���	
�� 

� ���� 

 

����� 4�� ���	
�� 

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& j�M� j& �� 
�&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�. 

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� �� ��� �� ?BD��� . 
4. �+$& <6/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� �%�!&"�B. 
5. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA�������#+FA�. 
6. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: ��� (1) ?#� j&�+ �; 

!����jB �A� FA�������#+FA�. 
 

K��� 	�!�"#!� 

 
�	�$� 
�%"
��$� 

 



���� 1�� ���	
�� 

� ���� 

 

����� 1�� ���	
�� 

��$�"��&!	� 	�	���	!� *� ����� 
	��	&!%$" 	%!�!$" �"'	!$" 

�	��&�� 8 !$"%!$" 2005 
	�	��)$
	%$ 
���
� �	�!'�� '�! 

�	#%$�$�!'�� '��	"�"%���: 
 
���
��!'� 

�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� (4) 

�	
� 1� 
�.  

1. �� �%�!&�'&�& *��, �� j�� /9�+#�;/; f &���� 
%�#��A��/�j; /’ >�� /;j&�� x�, �*�& &���� "�� 
/9�&3B- /�� /;j&�� �9�*. 


�/���� 12 

2.  @/�A �(x,y) ; &�"*�� ��9 j���!�"�6 �#�$j�6          
z = x+yi  /�� j���!�"* &%�%&!�. 

  �� �#�M�9j& A- j>�#� ��9 z; 


�/���� 3 

�. #�� ������� ��� �� ������� �����
�� �� ������� 
�� 
�������� 
� ��� ������ �� ��� ����$! �	��� ��� ������� (�), �� 
� �����
� �	��� 
�
��, � (�), �� ���� �	��� �����
����. 

1. ��� /9�+#�;/; f : �� 	R.    <>�&��� /9�+#�;/; 1-1, *��� ��� 
�%���!B%��& x1  , x2� �/36&� ; /9�&%��A�B: 

�� x1 { x2, �*�& f(x1) { f (x2). 


�/���� 2
 

2. M�� /9�+#�;/; f j& %&!�� �#�/j�6 � $� <>j& *�� 
%�#�9/�+M&� /�� xoA (�<�"*) &<+3�/��, �� f(x�), *��� 

f(x) < f (x�) ��� "+$& xA. 


�/���� 2 



���� 2�� ���	
�� 

� ���� 

3. �� �� /9��#�B/&�- f, g >3�9� *#�� /�� xo "�� �/36&�  
f(x) � g (x) "���+ /�� x�, �*�&   

)x(flim
oxx�

  > )x(glim
oxx�

. 


�/���� 2 

4. �� z1  "�� z2  &���� j���!�"�� �#�$j��, �*�& 
 

                               
.2121 zzzz ���
                 
�/���� 2 

5. �� j�� /9�+#�;/; f &���� /9�&3B- /�� "<&�/�* 
!�+/�;j� [�,E] "�� %�#��A��/�j; /�� ����"�* 
!�+/�;j� (�,E) �*�& 9%+#3&� >��, ��9<+3�/���, 
'(�,E) �>����, ?/�&: 

f�(') = .
�E

)�(f)E(f
�
�

 


�/���� 2 

�	
� 2� 


������� �� j���!�"�� �#�$j��: 

z = <2- 2 + (3-2<)i,  <	R. .   "��   w = k+4i,  k > 0. 

��� ��9- z, w �/36�9�: 

Re(z) + Im(z) = 0    "��    w = 5. 

�. �� �%�!&�'&�& *��  z = -1+i. 


�/���� 8 

�. �� �%�!&�'&�& *��  k = 3. 


�/���� 8 

. �� �%�!&�'&�& *�� 9%+#3&� j 	R. ., ��� �� �%��� �/36&� 
w.-3i zjz ��  


�/���� 9 

 

����� 2�� ���	
�� 



���� 3�� ���	
�� 

� ���� 

�	
� 3� 


��&��� ; /9�+#�;/; f(x) = x3+kx2+3x-2, x	R. , k	R. ,   �;- 
�%���-  ; �#�F�"B  %�#+/��/;  !�>#3&���  �%* ��  /;j&��  

�(1,1). �� �%�!&�'&�& *��:  

�. k = -1. 


�/���� 5 

�. � /9�+#�;/; f !&� >3&� ��%�"+ �"#*����. 


�/���� 10 

. � &'�/A/;   f(x) = 0   >3&� �"#�E?- j�� #�M� /�� !�+/�;j�  

(0, 1). 


�/���� 10 
 

�	
� 4o  

��&��� ; /9�+#�;/; 

 
3-x

2kx�)x2(
)x(f

2 ���
�   j& �, k 	R. . "�� x { 3. 

�. �� ; &9$&�� y = x &���� %<+��� �/6j%�A�; �;- �#�F�"B- 
%�#+/��/;- �;- /9�+#�;/;- f /�� +�, �*�& �� 
�%�!&�'&�& *�� � = 1 "�� k = 3. 


�/���� 10 

�. �� �%�!&�'&�& *�� 9%+#3&� >�� ��9<+3�/��� /;j&�� 
'(1, 2),  /�� �%��� ; &F�%��j>�; �;- �#�F�"B- %�#+/��/;- 
�;- /9�+#�;/;- f &���� %�#+<<;<; /��� +'��� x�x. 


�/���� 8 
. �� E#&��& �;� &'�/A/; �;- &F�%��j>�;- �;- �#�F�"B- 

%�#+/��/;- �;- f /�� /;j&�� j& �&�j;j>�; x� = 1. 


�/���� 7 

 

����� 3�� ���	
�� 



���� 4�� ���	
�� 

� ���� 

 

����� 4�� ���	
�� 

�
��	�� (��� ��9- 9%�8;F��9-) 

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ 
(;j&#�j;���, "��&6$9�/;, &'&��M*j&�� j+$;j�). �� 
$>j��� !&� $� �� �����#+8&�& /�� �&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� %+�A j>#�- �A� 
FA�������#+FA� �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�.   

&� &%��#>%&��� �� �#+8&�& �%���!B%��& +<<; 
/;j&�A/;.

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& j�M� j& �� 
�&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�. 

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� �� ��� �� ?BD��� . 
4. �+$& <6/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� �%�!&"�B. 
5. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA�������#+FA�. 
6. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: ��� (1) ?#� j&�+ �; 

!����jB �A� FA�������#+FA�. 
 

K��� 	�!�"#!� 

 
�	�$� 
�%"
��$� 

 



���� 1�� ���	
�� 

� ���� 

��$�"��&!	� 	�	���	!� *� ����� 
	��	&!%$" 	%!�!$" �"'	!$" 

�	��&�� 31 MA($" 2006 
	�	��)$
	%$ 
���
� �	�!'�� '�! 

�	#%$�$�!'�� '��	"�"%���: 
 
���
��!'� 

�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� (4) 

 

�	
� 1� 

�.  �� z1, z2 &���� j���!�"�� �#�$j��, �*�& �� !&�'&�& *��: 

2121 zz   zz  ���  . 


�/���� 7 

 

�. #�� ������� ��� �� ������� �����
�� �� ������� 
�� 
�������� 
� ��� ������ �� ��� ����$! �	��� ��� ������� �, 
�� � �����
� �	��� �����, � �, �� ���� �	��� ��	�����. 

1. @/�A f %#��j���"B /9�+#�;/; j& %&!�� �#�/j�6 �� 
 
"�� x�
. @/�A &%�/;- f(x){0 ��� "+$& x
.  

�� ���
�

   )x(flim
oxx

 �*�& ���
�

   
)x(f

1
lim

oxx
. 


�/���� 3
 

2. @/�A �, E %#��j���"�� �#�$j��. ��� j���!�"* &%�%&!� 
�� &�"*�&- �(�,E) "�� ��(�,–E) �A� /9M9�?� 
j���!�"?� z=�+Ei  "�� iE–�z �  &���� /;j&�� 
/9jj&�#�"+ A- %#�- ��� %#��j���"* +'���. 


�/���� 3 

3. �� j�� %#��j���"B /9�+#�;/; f !&� &���� /9�&3B- /& 
>�� /;j&�� x�, �*�& !&� j%�#&� �� &���� %�#��A��/�j; 
/�� x�. 


�/���� 3 

 

����� 1�� ���	
�� 



���� 2�� ���	
�� 

� ���� 

4. @/�A ; /9�+#�;/;  x  )x(f �  j& %&!�� �#�/j�6 
 = [0, +�), 

�*�&  
x

1
  (x)f ��  ��� "+$& x   (0, +�). 

                                              
�/���� 3 

5. �� >�� ��9<+3�/��� �%* �� *#��  )x(flim
oxx ��

, 

&���� +� B –�, �*�& ; &9$&�� x=x)x(flim
–
oxx�

� <>�&��� 

�#�M*���� �/6j%�A�; �;- �#�F�"B- %�#+/��/;- �;- f. 


�/���� 3 

6.  @/�A !6� /9��#�B/&�- f, g �#�/j>�&- /& >�� !�+/�;j� 

. �� 

# �� f, g &���� /9�&3&�- /�� 
 "�� 

# f�(x) = g�(x) ��� "+$& &/A�&#�"* /;j&�� x ��9 
,  

�*�& 9%+#3&� /��$&#+ c �>����, ?/�& ��� "+$& x
 
�/36&�: 

  f(x) = g(x) + c .      

�/���� 3 

 

�	
� 2�     


��&��� ; &'�/A/;  

x2 – 4x + 13 = 0   (1) 

�. �� <9$&� /�� /6��<� �A� j���!�"?� �#�$j?� ; &'�/A/; (1). 


�/���� 9 

�. �� z1, z2 �� #�M&- �;- &'�/A/;- (1), �*�& �� 9%�<���/�&� ; 
��jB �;- %�#+/��/;- 2006

221
2

1 i z13  z z 2– z  A  ����  . 


�/���� 9 

 

����� 2�� ���	
�� 



���� 3�� ���	
�� 

� ���� 

. �� z1 = 2+3i, �*�& �� E#&$&� � �&Aj&�#�"*- �*%�- �A� 
&�"*�A� �A� j���!�"?� �#�$j?� z ��� ��9- �%���9- 
�/36&�: 

 . 5  z – z  1 �  


�/���� 7 

�	
� 3� 


��&��� ; /9�+#�;/;  
1  x,

4x
4  8x – x

1x,<  x 
4
3

– 
   f(x)

2
�
�

�
	




��

��
�     j& <	R. .     . 

 

!. �� E#&��& �;� ��jB ��9 <	R. ��� �;� �%��� ; /9�+#�;/; f 
&���� /9�&3B- /�� x� = 1. 


�/���� 10 

!!. ��� <=0 

�. �� &'&�+/&�& �� ; /9�+#�;/; f &���� %�#��A��/�j; 
/�� 	R. . 


�/���� 7 

�. �� E#&��& �;� %<+��� �/6j%�A�; �;- �#�F�"B- 
%�#+/��/;- �;- /9�+#�;/;- f /��  +� . 

 
�/���� 8 
 

 

�	
� 4o  

��� k 	R. . !��&��� ; /9�+#�;/; 

  ��� "+$& x 	R. ..  ,01kxx2 )x(f 23 ���

!. �� E#&$&� ; ��jB ��9 k 	R ��� �;� �%��� ; &F�%��j>�; 
�;- �#�F�"B- %�#+/��/;- �;- /9�+#�;/;- f /�� /;j&�� 
� (1, f(1)) &���� %�#+<<;<; /��� +'��� x�x. 


�/���� 5 

 

����� 3�� ���	
�� 



���� 4�� ���	
�� 

� ���� 

 

����� 4�� ���	
�� 

!!. ��� k = 3  

�. �� j&<&�B/&�& �;� f A- %#�- �;� j�������� "�� �� 
�"#*����.  


�/���� 8 
�. �� E#&��& �� /6��<� ��j?� �;- f /�� !�+/�;j� (–�, 0]. 


�/���� 5 

. "�� ��� "+$& � ( 14,15) �� �%�!&�'&�& *�� ; &'�/A/; 
f(x) = �–5 >3&� �"#�E?- j�� <6/; /�� !�+/�;j� (0,1). 


�/���� 7 

 

$*��!	� �!� �$"� 	�	��)$
	%$"� 

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ 
(;j&#�j;���, "��&6$9�/;, &'&��M*j&�� j+$;j�). �� 
$>j��� !&� $� �� �����#+8&�& /�� �&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� %+�A j>#�- �A� 
FA�������#+FA� �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�.   

&� &%��#>%&��� �� �#+8&�& �%���!B%��& +<<; 
/;j&�A/;.

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& j�M� j& �� 
�&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�. 

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� �� ��� �� ?BD��� . 
4. �+$& <6/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� �%�!&"�B. 
5. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA�������#+FA�. 
6. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: ��� (1) ?#� j&�+ �; 

!����jB �A� FA�������#+FA�. 
 

	"#$
���	 	�!�"#!� 

 
�	�$� 
�%"
��$� 

 



���� 1�� ���	
�� 

� ���� 

 

����� 1�� ���	
�� 

	��%�����!'	� ��$�"��&!	� 	�	���	!�  
*� ����� 	��	&!%$" �	%!'$" �"'	!$" 

�	��&�� 4 !$"�!$" 2007 
	�	��)$
	%$ 
���
� �	�!'�� '�! 

�	#%$�$�!'�� '��	"�"%���: 
 
���
��!'� 

�"%$�$ �	�!*+%: �&	!� (3) 

 

�	
� 1� 

�. 1. �� �%�!&�'&�& *��: �� �� /9��#�B/&�- f , g  &���� 
%�#��A��/�j&- /�� x0 , �*�& ; /9�+#�;/; f+g &���� 
%�#��A��/�j; /�� x0 "�� �/36&�:  

  (f+g)� (x0) = f�(x0) + g�(x0). 

  
�/���� 12 

 2. �*�& !6� /9��#�B/&�- f "�� g <>������ �/&-; 


�/���� 5 

�. #�� ������� ��� �� ������� �����
�� �� ������� 
�� 
�������� 
� ��� ������ �� ��� ����$! �	��� ��� ������� �, 
�� � �����
� �	��� �����, � �, �� ���� �	��� ��	�����. 

1. ��� !6� �%���9/!B%��& j���!�"�6- �#�$j�6- �+Ei "�� 
�+!i ; !���9/j���"B �"���� ��9 �$#��/j��*- ��9- 
�/�6��� j& �; !��F�#+ �A� !���9/j���"?� �"���A� 
��9-. 


�/���� 2
 

2. � �#�F�"B %�#+/��/; �;- /9�+#�;/;- –f &���� 
/9jj&�#�"B, A- %#�- ��� +'��� x�x, �;- �#�F�"B- 
%�#+/��/;- �;- f. 


�/���� 2 

3. �� f, g, h &���� �#&�- /9��#�B/&�- "�� �#�M&��� ; ho(gof), �*�& 

�#�M&��� "�� ; (hog)of "�� �/36&� ho(gof) = (hog)of. 


�/���� 2 



���� 2�� ���	
�� 

� ���� 

4. �� %�<9A�9j�">- /9��#�B/&�- E�$j�6 j&��<6�&#�9 B 
�/�9 ��9 2 >3�9� �/6j%�A�&-. 


�/���� 2 

 

�	
� 2�     

�&A#�6j& ��9- j���!�"�6- �#�$j�6- z ��� ��9- �%���9- 
�/36&� zii  1–z ��  . 

�. i) �� E#&��& �� �&Aj&�#�"* �*%� �A� &�"*�A� M �A� 

j���!�"?� z. 

 
�/���� 10 

 ii) �� E#&��& %��� �%* �� /;j&�� � �%>3�9� �%* �;� 

�#3B �(0,0) �%*/��/; �/; j& 5  . 


�/���� 10 

�. �� Re(z)=0, �*�& �� !&�'&�& *�� z=–i. 


�/���� 5 

�	
� 3� 


��&��� ; /9�+#�;/; 
2  x,

1)–2(x
6 5x –x

2x
  f(x)  2

,
2
1

  2 x
8
1

–

�
�
�

��
	




 �

�
�

�

    . 

 

�. �� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/; f &���� /9�&3B- "�� 
%�#��A��/�j; /�� x0=2. 


�/���� 12 

�. �� E#&��& �;� &'�/A/; �;- &F�%��j>�;- �;- �#�F�"B- 
%�#+/��/;- �;- /9�+#�;/;- f /�� /;j&�� � (0,f(0)). 


�/���� 6 

 

����� 2�� ���	
�� 



���� 3�� ���	
�� 

� ���� 

. �� �%�!&�'&�& *�� ; &9$&�� 2–x
2
1 y �  &���� �/6j%�A�; 

�;- �#�F�"B- %�#+/��/;- �;- /9�+#�;/;- f /��  +� . 


�/���� 7 
 

�	
� 4o  


��&��� j�� /9�+#�;/; f, %�#��A��/�j; /�� �, ��� �;� 
�%��� �/36&�  , ��� "+$& x�. 2–8x  12x–  8x  f(x)  (x)f 233 ���
�. �� �%�!&�'&�& *�� ; f &���� /9�+#�;/; 1-1. 


�/���� 8 

�. �� �%�!&�'&�& *�� ; &'�/A/; f(x)=0 >3&� j�� j*�� #�M� /�� (0, 1). 


�/���� 9 

. �� ��� �; /9�+#�;/; g: ��� �/36&� *�� ! " )2x(fx3–)x(gf 2 �� , 
��� "+$& x�, �� E#&��& �� x0 /�� �%��� ; g %�#�9/�+M&� 
&<+3�/��.                                                                       
�/���� 8 

  

$*��!	� �!� �$"� 	�	��)$
	%$"� 

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ (;j&#�j;���, 
"��&6$9�/;, &'&��M*j&�� j+$;j�). 
&� $� �����#+8&�& �� 
$>j��� /�� �&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� %+�A j>#�- �A� 
FA�������#+FA� �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�.   

&� &%��#>%&��� �� �#+8&�& �%���!B%��& +<<; /;j&�A/;.

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& j�M� j& �� �&�#+!�� 
"�� �� FA�������#�F�. 

3. �� �%���B/&�& /�� �&�#+!�* /�- /& *<� �� $>j���. 
4. �+$& <6/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� �%�!&"�B. 
5. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA�������#+FA�. 
6. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: ��� (1) ?#� j&�+ �; !����jB �A� 

FA�������#+FA�. 

	"#$
���	 	�!�"#!� 
�	�$� 
�%"
��$� 

 

����� 3�� ���	
�� 



���� 1�� ���	
�� 

� ���� 

��$�"��&!	� 	�	���	!� *� ����� 
	��	&!%$" �	%!'$" �"'	!$" 

�	��&�� 30 MA($" 2007 
	�	��)$
	%$ 
���
� �	�!'�� '�! 

�	#%$�$�!'�� '��	"�"%���: 
 
���
��!'� 

�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� (4) 

 

�	
� 1� 

�. 1. @/�A ; /9�+#�;/;  � 	 �. –{0,1}.  ,x)x(f ��

  �� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/; f &���� %�#��A��/�j; 
/�� � "�� �/36&� 1�x)x(f � ��,� . 


�/���� 10 

 2. N� �#�/&�& %*�& j�� /9�+#�;/; f <>�&��� ��;/�A- 
�6'�9/� /’ >�� !�+/�;j� 
 ��9 %&!��9 �#�/j�6 �;-. 


�/���� 5 

 

�. #�� ������� ��� �� ������� �����
�� �� ������� 
�� 
�������� 
� ��� ������ �� ��� ����$! �	��� ��� ������� �, 
�� � �����
� �	��� �����, � �, �� ���� �	��� ��	�����. 

1. ��� "+$& j���!�"* z �/36&� ��� zzz . 

�/���� 2

 

2. ��� /9�+#�;/; f &���� 1-1, �� "�� j*�� �� "+$& 
�#�M*���� &9$&�� (%�#+<<;<; /��� xx�) �>j�&� �; 
�#�F�"B %�#+/��/B �;- �� %�<6 /& >�� /;j&��. 


�/���� 2 

3. �� 9%+#3&� �� *#�� �;- /9�+#�;/;- f /�� x0� "�� 
0)x(flim

0xx
�

�
, �*�& f(x)<0 "���+ /�� x0. 


�/���� 2 

 

����� 1�� ���	
�� 



���� 2�� ���	
�� 

� ���� 

4. A� f &���� /9�&3B- /9�+#�;/; /�� [�,E], �*�& ; f %��#�&� /�� 
[�,E] j�� j>��/�; ��jB � "�� j�� &<+3�/�; ��jB m. 


�/���� 2 

5. @/�A ; /9�+#�;/; f(x)=;jx j& %&!�� �#�/j�6 �� �, 
�*�& f �(x)=–/9�x, ��� "+$& x�. 


�/���� 2 

 

�	
� 2�     

�&A#�6j& ��9- j���!�"�6- �#�$j�6- z=(<-2)+2<i, *%�9 <�. 

�. �� E#&��& �� �&Aj&�#�"* �*%� �A� &�"*�A� �A� j���!�"?� z. 


�/���� 9 

�. �� �/36&� 2zz �� , �� E#&��& �� Re �
�
�

�
�
�

z
1

.   


�/���� 7 

. �� 2z �  "�� Im(z){0, �� E#&��& �� <. 


�/���� 9 

�	
� 3� 


��&��� ; /9�+#�;/; 
x
4)x(f �  , j& x>0. 

 

�. �� E#&��& �� *#�� 

 i) 
)x(f
)x(f �

lim
x ���

  ii) 22x )2x(
)x(fx

lim
��

 


�/���� 8 

�. N� E#&��& �� /;j&�� � �;- �#�F�"B- %�#+/��/;- �;- 
/9�+#�;/;- f %�9 �%>3&� �%* �� /;j&�� �(0,0) �; 
j�"#*�&#; �%*/��/;. 

 
�/���� 9 

 

����� 2�� ���	
�� 



���� 3�� ���	
�� 

� ���� 

 

 

. N� �%�!&�'&�& *�� 9%+#3&� j���!�"* /;j&�� �;- 
�#�F�"B- %�#+/��/;- �;- /9�+#�;/;- f, /�� �%��� ; 
&F�%��j>�; &���� %�#+<<;<; %#�- �;� &9$&�� y=-2x+6. 

 
�/���� 8 

 

�	
� 4o  

@/�A j�� /9�+#�;/; f, ; �%��� &���� /9�&3B- /�� �. A� ��� 
"+$& x{0 �/36&� xf(x)=x+2;jx, �*�&:  

�. �� E#&��& �� f(0). 


�/���� 7 

�. �� �%�!&�'&�& *�� f(x)<3 ��� "+$& x �
�
�

�
�
� /

2
,0 . 


�/���� 10 

. �� �%�!&�'&�& *�� ; &'�/A/; f(x)=2 >3&� ��9<+3�/��� j�� 

#�M� /�� �
�
�

�
�
� /
/ ,
2

. 


�/���� 8 

 

 

$*��!	� �!� �$"� 	�	��)$
	%$"� 

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ 
(;j&#�j;���, "��&6$9�/;, &'&��M*j&�� j+$;j�). 
&� $� 
�����#+8&�& �� $>j��� /�� �&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� %+�A j>#�- �A� 
FA�������#+FA� �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�.   

&� &%��#>%&��� �� �#+8&�& �%���!B%��& +<<; 
/;j&�A/;.

 ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& j�M� j& �� 
�&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�. 

3. �� �%���B/&�& /�� �&�#+!�* /�- /& *<� �� $>j���. 
 

����� 3�� ���	
�� 



���� 4�� ���	
�� 

� ���� 

 

����� 4�� ���	
�� 

4. �+$& <6/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� �%�!&"�B. 
5. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA�������#+FA�. 
6. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: ��� (1) ?#� j&�+ �; 

!����jB �A� FA�������#+FA�. 
 

	"#$
���	 	�!�"#!� 

 
�	�$� 
�%"
��$� 

 



���� 1�� ���	
�� 

� ���� 

��$�"��&!	� 	�	���	!� *� ����� 
	��	&!%$" �	%!'$" �"'	!$" 

�	��&�� 28 MA($" 2008 
	�	��)$
	%$ 
���
� �	�!'�� '�! 

�	#%$�$�!'�� '��	"�"%���: 
 
���
��!'� 

�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� (4) 

 

�	
� 1� 

�. 1. �� z1 = � + Ei "�� z2 = � + !i &���� !6� j���!�"�� 
�#�$j��, �� �%�!&�'&�& *�� 2121 z  z  z  z ��� .  


�/���� 7 

 2. @/�A f j�� /9�+#�;/; "�� x0 >�� /;j&�� ��9 %&!��9 
�#�/j�6 �;-. �*�& <>j& *�� ; f &���� /9�&3B- /�� x0 ; 


�/���� 6 
 

�. #�� ������� ��� �� ������� �����
�� �� ������� 
�� 
�������� 
� ��� ������ �� ��� ����$! �	��� ��� 
������� �, �� � �����
� �	��� �����, � �, �� ���� 
�	��� ��	����� . 
1. �� z1, z2 &���� j���!�"�� �#�$j��, �*�& �/36&�: 

2121 z  z  z  z ���  . 

�/���� 3 

2. ��� "+$& x � �/36&�: (;jx)� = – /9�x. 


�/���� 3 

3. �� j�� /9�+#�;/; f &���� /9�&3B- /& >�� !�+/�;j� 
 
"�� !&� j;!&��M&��� /’ �9�*, �*�& �9�B B &���� $&��"B 
��� "+$& x
 B &���� �#�;��"B ��� "+$& x
, !;<�!B 
!���;#&� %#*/;j� /�� !�+/�;j� 
. 


�/���� 3 

 
 

����� 1�� ��� 4 ���	
�� 



���� 2�� ���	
�� 

� ���� 

4. �� j�� /9�+#�;/; f &����  

� /9�&3B- /�� "<&�/�* !�+/�;j� [�, E] 

� %�#��A��/�j; /�� ����3�* !�+/�;j� (�, E) "�� 

� f(�) = f(E) 
�*�& 9%+#3&� >��, ��9<+3�/���, '  (�, E) �>����, 
?/�&:  f� (') = 0. 


�/���� 3 

�	
� 2� 


��&��� ; &'�/A/;    3z2 + <z + j =  0,  

*%�9 <, j &���� %#��j���"�� �#�$j��. 

�. �� � �#�$j*- z1 = 1 + i &���� #�M� �;- &'�/A/;-, �� 

�%�!&�'&�& *�� < = –6, j = 6 "�� �� E#&��& �; !&6�&#; #�M� z2  

�;- &'�/A/;-. 


�/���� 14 

�. �� �%�!&�'&�& *��: 

�.  0  z  z 2
2

2
1 ��


�/���� 6 
 

�.  10052008
2

2008
1 2  z  z ��


�/���� 5 
 

�	
� 3� 

@/�A ; /9�+#�;/; f  j&   

1x

1x

,)1x(

,x1
)x(f

2 �

�

��

�
	




�

�
�  

 

A. �� &'&�+/&�& �� ; /9�+#�;/; f &����: 

�. /9�&3B- /�� /;j&�� x0 = 1  

�/���� 8 

 

����� 2�� ��� 4 ���	
�� 



���� 3�� ���	
�� 

� ���� 

�.  %�#��A��/�j; /�� /;j&�� x0 = 1.  

�/���� 10 

�. N� E#&��& �;� &'�/A/; �;- &F�%��j>�;- �;- �#�F�"B- 
%�#+/��/;- �;- f /�� /;j&�� �;- �(2, 1). 


�/���� 7 
 

�	
� 4o  

@/�A ; /9�+#�;/; f j& 
x

k 2x   x  f(x) 
2 ��

�  , 

*%�9 k &���� %#��j���"*- �#�$j*-. 

�. �� E#&��& �� %&!�� �#�/j�6 �;- f. 


�/���� 3 

�. �� ; &F�%��j>�; �;- �#�F�"B- %�#+/��/;- �;- f /�� 
/;j&�� �;- �(1, f(1)) &���� %�#+<<;<; /��� +'��� x�x, 
�� E#&��& �;� ��jB ��9 k. 


�/���� 8 

�. ��� k = 1,  

�. �� E#&��& ��- �/6j%�A�&- �;- �#�F�"B- %�#+/��/;- 
�;- f. 


�/���� 8 

�. �� j&<&�B/&�& �;� f A- %#�- �; j�������� /�� 
!�+/�;j� [1, +�). 


�/���� 6 

 

 

$*��!	� �&$� �$"� "�$Q�S!$"� 
 

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ 
(;j&#�j;���, "��&6$9�/;, &'&��M*j&�� j+$;j�). *�/ ?� 
�/����F��� �� $>j��� /�� �&�#+!��. 

 

����� 3�� ��� 4 ���	
�� 



���� 4�� ���	
�� 

� ���� 

 

����� 4�� ��� 4 ���	
�� 

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� %+�A j>#�- �A� 
FA�������#+FA�, �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. *�/ 
�H���BH���� /� ��F��� �H�����H��� ���� ��D�G>��.  

���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& j�M� j& �� 
�&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�. 

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� �� ��� �� $>j���. 

4. �� �#+8&�& ��- �%���B/&�- /�- j*�� j& j%<& B j*�� j& 
j�6#� /�9<*. 

5. �+$& <6/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� �%�!&"�B. 

6. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 
FA�������#+FA�. 

7. �#� !9���B- �%�3?#;/;- ; 8.30� �%��&9j����B. 

 

��� 	"#$
���	 	�!�"#!� 

 

�	�$� 
�%"
��$� 

 



���� 1�� ���	
�� 

� ���� 

 

����� 1�� ��� 4 ���	
�� 

��$�"��&!	� 	�	���	!� *� ����� 
	��	&!%$" �	%!'$" �"'	!$" 

�&!�� 26 MA($" 2009 
	�	��)$
	%$ 
���
� �	�!'�� '�! 

�	#%$�$�!'�� '��	"�"%���: 
 
���
��!'� 

�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� (4) 
 

 
�	
� 1� 

�. 1. �*�& ; &9$&�� 0xx �  <>�&��� "���"*#9F; �/6j%�A�; 
�;- �#�F�"B- %�#+/��/;- j��- /9�+#�;/;- f;  


�/���� 5 

 2. �� �� /9��#�B/&�- f, g &���� %�#��A��/�j&- /�� x0, 
�� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/; gf �  &���� 
%�#��A��/�j; /�� x0 "�� �/36&�: 

)x(g)x(f)x()gf( 000 ������  


�/���� 8 

�. #�� ������� ��� �� ������� �����
�� �� ������� 
�� 
�������� 
� ��� ������ �� ��� ����$! �	��� ��� 
������� �, �� � �����
� �	��� �����, � �, �� ���� 
�	��� ��	����� . 

1. 22 zz � , ��� "+$& j���!�"* �#�$j* z . 


�/���� 3 

2. � &�"*�� ��9 j���!�"�6 �#�$j�6 �+Ei, �,E� /�� 
j���!�"* &%�%&!� &���� �� /;j&�� �(�,E). 


�/���� 3 

3. 0
x

xlim
0x

�
-.

�
. 


�/���� 3 



���� 2�� ���	
�� 

� ���� 

 

����� 2�� ��� 4 ���	
�� 

4. �� j�� /9�+#�;/; f &���� /9�&3B- /�� "<&�/�* 
!�+/�;j� [�,E] "�� %�#��A��/�j; /�� ����"�* 
!�+/�;j� (�,E), �*�& 9%+#3&� >�� ��9<+3�/��� 
'(�,E) �>����, ?/�&: 

)�(
)�(

�;�
)(f)(f)(f . 


�/���� 3 

�	
� 2� 


������� �� j���!�"�� �#�$j��  

i32z1 ��   "��  .1i3)i1(z 20092
2 ����  

�. �� �%�!&�'&�& *�� i1z2 �� . 


�/���� 8 

�. �� E#&��& �� j>�#� ��9 j���!�"�6 �#�$j�6 21 zz � . 


�/���� 7 

. �� &"F#+/&�& �� %;<�"� 
2

1
z
z

 /�; j�#FB "+<i, *%�9  

", <�. 


�/���� 10 

�	
� 3� 


��&��� ; /9�+#�;/; 
1x

1x

,3x2

,x
)x(f

2

�

�

��

�
	



�

(�)
�     j& �, E�.   

�. �� ; /9�+#�;/; f &���� /9�&3B- /�� 1x0 � , �� �%�!&�'&�& 
*�� 5�(�) .  


�/���� 5 



���� 3�� ���	
�� 

� ���� 

 

����� 3�� ��� 4 ���	
�� 

�. �� ; /9�+#�;/; f &���� %�#��A��/�j; /�� 1x0 � , �� 
�%�!&�'&�& *�� 1�)  "�� 4�( .  


�/���� 10 

. ��� 1�)  "�� 4�( , �� %#�/!��#�/&�& ��- �/6j%�A�&- �;- 

�#�F�"B- %�#+/��/;- �;- /9�+#�;/;- 
x

)x(f)x(g � , 0x � , 

/�� ��  "�� /�� �� . 


�/���� 10 

�	
� 4o  

��� <� !��&��� ; /9�+#�;/;  

1x3x xf(x) 23 ��%�� , x�. 

I. �� ; /9�+#�;/; f %�#�9/�+M&� ��%�"* �"#*���� /�� 
1x0 � , �� E#&��& �;� ��jB ��9 <. 


�/���� 4 

!!. ��� < = 0  

�. �� j&<&�B/&�& �;� f A- %#�- �; j�������� "�� �� 
�"#*����. 


�/���� 8 

�. �� E#&��& ��- &'�/?/&�- �A� &F�%��j>�A� �;- 
�#�F�"B- %�#+/��/;- �;- f %�9 &���� %�#+<<;<&- 
%#�- �;� &9$&�� x9y � . 


�/���� 8 

. �� �%�!&�'&�& *�� ; &'�/A/; 0x)x(f ��  >3&� j�� 
��9<+3�/��� <6/; /�� ����"�* !�+/�;j� (0,1). 


�/���� 5 

 

 



���� 4�� ���	
�� 

� ���� 

 

����� 4�� ��� 4 ���	
�� 

$*��!	� �&$� �$"� 	�	��)$
	%$"� 
 

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ 
(;j&#�j;���, "��&6$9�/;, &'&��M*j&�� j+$;j�). %� D�/ 
�/����F��� �� $>j��� /�� �&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� %+�A j>#�- �A� 
FA�������#+FA� �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. *�/ 
�H���BH���� /� ��F��� �%���!B%��& +<<; /;j&�A/;. 
���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& j�M� j& �� 
�&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�. 

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� /& *<� �� $>j���. 
4. �� �#+8&�& ��- �%���B/&�- /�- j*�� j& j%<& B j*�� j& 

j�6#� /�9<*. 
5. �+$& �%+��;/; �&"j;#�Aj>�; &���� �%�!&"�B. 
6. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA�������#+FA�. 
7. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: j�� (1) ?#� j&�+ �; 

!����jB �A� FA�������#+FA�.   
 

K��� 	�!�"#!�  
 

�	�$� 
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��$� 
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	��%�����!'	� ��$�"��&!	� 	�	���	!�  

*� ����� 	��	&!%$" �	%!'$" �"'	!$" 
�	
��� 8 !$"�!$" 2010 

	�	��)$
	%$ 
���
� �	�!'�� '�! 
�	#%$�$�!'�� '��	"�"%���: 

 
���
��!'� 
�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� (4) 

 
�	
� � 

�1. @/�A j�� /9�+#�;/; f, ; �%��� &���� �#�/j>�; /& >�� 
"<&�/�* !�+/�;j� [�,E]. �� ; f &���� /9�&3B- /�� [�,E] 
"�� f(�){f(E), �� !&�'&�& *�� ��� "+$& �#�$j* � j&��'6 
�A� f(�) "�� f(E) 9%+#3&� >��- ��9<+3�/��� �#�$j*- 
x0(�, E) �>����- ?/�& f(x0)=�. 


�/���� 10 

�2. �*�& j�� /9�+#�;/; f <>�&��� ��;/�A- �6'�9/� /& >�� 
!�+/�;j� 
 ��9 %&!��9 �#�/j�6 �;-; 


�/���� 5 

�3. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, 
�������� 
�� �������� 
� �	��� 
�� ������ ��� 
����
�����	 
� ���� �����
� �� ���� �����, �� � 
�����
� �	��� 
�
��, � ��	
�, �� � �����
� �	��� 
�����
����.  

 �) �� �,E,�,!�� �/36&�: 

  �+Ei=�+!i0 �=� "�� E=! 

�) ��� "+$& /9�+#�;/; f ; �#�F�"B %�#+/��/; �;- f  
�%��&<&���� �%* �� �jBj��� �;- Cf, %�9 E#�/"����� 
%+�A �%* ��� +'��� x�x, "�� �%* �� /9jj&�#�"+, A- 
%#�- ��� +'��� x�x, �A� �j;j+�A� �;- Cf, %�9 
E#�/"����� "+�A �%* ��� +'��� x�x. 

 

 

 



���� 2�� ���	
�� 

 

����� 2�� ��� 4 ���	
��

) �� �� /9��#�B/&�- f, g >3�9� *#�� /�� x0, "�� �/36&� 
f(x)�g(x) "���+ /�� x0, �*�& �/36&�: 

)x(glim)x(flim
xxxx

00
��

�  

�) �� �� /9��#�B/&�- f, g &���� %�#��A��/�j&- /�� x0 

"�� g(x0){0, �*�& "�� ; /9�+#�;/; g
f

 &���� 

%�#��A��/�j; /�� x0 "�� �/36&�: 

& '20

000
0

)x(g
)x(g)x(f)x(g)x(f)x(g

f o ���
�

�
��
�

�
��
�

�
 

�) @/�A P(x), Q(x) %�<9?�9j� !�+F�#� ��9 j;!&��"�6. 

�� #;�>- /9��#�B/&�- 
)x(Q
)x(P

, j& E�$j* ��9 �#�$j;�B 

P(x) j&��<6�&#� ��9<+3�/��� "��+ !6� ��9 E�$j�6 
��9 %�#���j�/�B, >3�9� %<+��&- �/6j%�A�&-. 


�/���� 10 
�	
� � 


��&��� ; /9�+#�;/; f: [�, E]��, *%�9 �,E� j& �<0<E, ; 
�%��� &���� /9�&3B- /�� [�, E] "�� %�#��A��/�j; /�� (�, E). 

�� �/36&� f(�)=5E "�� f(E)=5�, �� �%�!&�'&�& *��: 

B1. � &'�/A/; f(x)=0 >3&� j�� ��9<+3�/��� #�M� /�� 
!�+/�;j� (�, E). 


�/���� 10 

B2.  %+#3&� /;j&�� � ! )(f, ";;  �;- �#�F�"B- %�#+/��/;- Cf 
�;- f, /�� �%��� ; &F�%��j>�; �;- Cf &���� "+$&�; /�;� 
&9$&�� &: x–5y+2010=0


�/���� 10 

B3.  � /9�+#�;/; f %��#�&� �;� ��jB 
2
5

(�+E) 


�/���� 5 
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����� 3�� ��� 4 ���	
��

 

�	
� � 

�&A#�6j& �;� &'�/A/; z2–6z+�=0 j& ��, ; �%��� >3&� #�M&- 
��9- j���!�"�6- �#�$j�6- z1,z2 j& Im(z1)>0 "�� 51 �z  

�1. �� �%�!&�'&�& *�� �=25. 


�/���� 8 

�2. �� �=25, �� E#&��& ��- #�M&- �;- %�#�%+�A &'�/A/;-. 


�/���� 5 

�3.  �� ��� ��� j���!�"* �#�$j* w �/36&� 21 zwzw ��� , �� 

�%�!&�'&�& *�� w�. 


�/���� 6 

�4. �� 9%�<���/&�& �;� ��jB �;- %�#+/��/;- 

(z1–2–3i)8+( z2–4+5i)8


�/���� 6 

 

�	
� *  


��&��� ; /9�+#�;/; f(x) = (x+3) 29 x�   

*1.  �� E#&��& �� %&!�� �#�/j�6 �;- /9�+#�;/;-. 


�/���� 4 

*2.  �� E#&��& �;� %�#+�A�� �;- f: 

  �. /�� ����"�* !�+/�;j� (–3, 3)   (���+!&- 3) 

 �. /�� /;j&�� x0 = –3     (���+!&- 3) 


�/���� 6 

*3. �� E#&��& �� !��/�Bj��� j��������- �;- f. 
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*4. �� E#&��& �� �"#*���� �;- f. 
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$*��!	� (�� ��9� �;�����DB/�9�) 
 

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ 
(;j&#�j;���, "��&6$9�/;, &'&��M*j&�� j+$;j�). %� D�/ 
�/����F��� �� $>j��� /�� �&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� %+�A j>#�- �A� 
FA�������#+FA�, �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. *�/ 
�H���BH���� /� ��F��� �%���!B%��& +<<; /;j&�A/;. 
���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� %�#�!?/&�& j�M� j& �� 
�&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�. 

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� /& *<� �� $>j���. 
4. �� �#+8&�& ��- �%���B/&�- /�- D�/� D� DH�� � D�/� D� 

D�L�� ��9�� ����M�G�� M�� D�/� �/�;G����� D���/��. 
5. �+$& �%+��;/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� 

�%�!&"�B. 
6. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA�������#+FA�. 
7. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: j�� (1) ?#� j&�+ �; 

!����jB �A� $&j+�A�.  
 

K��� 	�!�"#!�  
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	��%�����!'	� ��%	���%!	� 	�	���	!� 

*� ����� 	��	&!%$" �	%!'$" �"'	!$" 

*	"�	&� 6 !$"%!$" 2011 

	�	��)$
	%$ 
���
�: 
���
��!'� �	�!'��  

'�! �	#%$�$�!'�� '��	"�"%���: 

 �"%$�$ �	�!*+%: �	%�	 (5) 

�	
� � 

A1. �� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/; f(x)=/9�x &���� 
%�#��A��/�j; /�� � "�� ��� "+$& x�� �/36&�         

= –;jx )( �/9�x

�/���� 10 

A2. @/�A � (x,y) ; &�"*�� ��9 j���!�"�6 �#�$j�6 z=x+yi 
/�� j���!�"* &%�%&!�. �� !���9%?/&�& ��� �#�/j* ��9 
j>�#�9 ��9 j���!�"�6 �#�$j�6 z 


�/���� 5 

�3. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, 
�������� 
�� �������� 
� �	��� 
�� ������ ��� 
����
�����	 
� ���� �����
� �� ���� �����, �� � 
�����
� �	��� 
�
��, � ��	
�, �� � �����
� �	��� 
�����
����.  

�) ��� "+$& j���!�"* �#�$j* z=�+Ei, �,E�� �/36&�  
     z– z=2E 

 

�) ��� /9�+#�;/; f j& %&!�� �#�/j�6 � $� <>j& *�� 
%�#�9/�+M&� /�� x0�A (�<�"*) j>��/�� �� f(x0), *���   
f(x)  f(x� 0) ��� "+$& x�A 

 

) �� j�� /9�+#�;/; f &���� ��;/�A- j��*���; /& >�� 

!�+/�;j� 
 �*�& &���� "�� 1-1 /�� !�+/�;j� �9�*. 

�) �� 0 "�� f(x)>0 "���+ /�� x�
�

)x(f
0xx

lim 0, �*�& 

���
� )x(f

1lim
0xx

 

 



���� 2�� ���	
�� - *� 	��	&!%+%  
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��

�) �+$& /9�+#�;/; f %�9 &���� /9�&3B- /& >�� /;j&�� 
x0 ��9 %&!��9 �#�/j�6 �;- &���� "�� %�#��A��/�j; 
/�� /;j&�� �9�*. 


�/���� 10 
 

�	
� � 


������� �� j���!�"�� �#�$j�� z, w, �� �%���� �"���%���6� 

����/���3� ��- /3>/&�-: 

iz � =1+Im(z)   (1) 

w( w +3i)=i(3 w +i)  (2) 

 

B1. �� �%�!&�'&�& *�� � �&Aj&�#�"*- �*%�- �A� &�"*�A� 
�A� j���!�"?� �#�$j?� z &���� ; %�#�E�<B j& &'�/A/; 

y=
4
1 x2
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B2. �� �%�!&�'&�& *�� � �&Aj&�#�"*- �*%�- �A� &�"*�A� 
�A� j���!�"?� �#�$j?� w &���� � "6"<�- j& ">��#� �� 
/;j&�� �(0,3) "�� �"���� #=2 2 . 


�/���� 7 

B3. �� E#&��& �� /;j&�� � "�� � ��9 j���!�"�6 &%�%>!�9, 
�� �%��� &���� &�"*�&- �A� j���!�"?� �#�$j?� z, w j&  
z = w. 


�/���� 5 

B4. �� � &���� ; &�"*�� ��9 j���!�"�6 �#�$j�6 u=–i /�� 
j���!�"* &%�%&!�, �*�& �� �%�!&�'&�& *�� �� 
�&�#+%<&9#� j& "�#9F>- �� /;j&�� �,�,�,� &���� 
�&�#+�A��. 


�/���� 6 

 

 

 



���� 3�� ���	
�� - *� 	��	&!%+%  
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��

�	
� � 

��� 
��	�� � 
������� 
��� ��
�� �	� 
�����	� y= x , x .0 
@��- %�#��;#;�B- E#�/"&��� /�; $>/; �(0,1) &�*- 
/9/�Bj���- /9��&���j>�A� �xy "�� %�#��;#&� �� "��;�* 
�%* �;� �#3B �, *%A- F���&��� /�� %�#�"+�A /3Bj�. 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

��&��� *�� � #9$j*- j&��E�<B- �;- �&�j;j>�;- ��9 "��;��6 
��� "+$& 3#���"B /���jB t, t  &���� 0 m/min16)t(x ��  
 
�1. �� �%�!&�'&�& *�� ; �&�j;j>�; ��9 "��;��6, ��� "+$& 3#���"B 

/���jB t, t  !��&��� �%* ��� �6%�: 0 
     x(t)=16t 
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�2. �� �%�!&�'&�& *�� �� /;j&�� �;- "�j%6<;-, j>3#� �� �%��� � 
%�#��;#;�B- >3&� �%��"B &%�FB j& �� "��;�* &���� �� �(4,2) 
"��, /�; /9�>3&��, �� 9%�<���/&�& %*/� 3#*�� !��#"&� ; 
�%��"B &%�FB. 


�/���� 6 

�3. �� E#&��& �� #9$j* j&��E�<B- �;- �&���j>�;- y(t) ��9 
"��;��6 ��� "+$& 3#���"B /���jB t, t>0 "�� /�; /9�>3&�� 
�� %#�/!��#�/&�& �; 3#���"B /���jB "��+ �;� �%��� � 
#9$j*- j&��E�<B- �;- �&���j>�;- ��9 "��;��6 &���� 
4m/min. 


�/���� 6 

�(0,1) 

 �(4,2)
 y� x

 � 

 y 

 O  x
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�4. �� �%�!&�'&�& *�� 9%+#3&� 3#���"B /���jB t0� (0,
4
1 ), "��+ �;� 

�%��� ; �%*/��/; d=(��) ��9 %�#��;#;�B �%* �� "��;�* 
���&��� &<+3�/�;. 


�/���� 8 

�� $&A#B/&�& *�� �� "��;�* � "�� � %�#��;#;�B- � &���� 
/;j&�� ��9 /9/�Bj���- /9��&���j>�A� �xy. 

 

�	
� *  


��&��� ; /9�+#�;/; f(x) = 2x
� –

��x
1  *%�9 �, E �">#���� 

�#�$j��. � �#�F�"B %�#+/��/; �;- /9�+#�;/;- f /�� /;j&�� 

�;- �(-2, 
12
5 ) !>3&��� &F�%��j>�; �;- �%���- � /9��&<&/�B- 

!�&6$9�/;- &���� 
18
5 . 

*1.  �� �%�!&�'&�& *�� �=1 "�� E=4. 


�/���� 5 

*2.  �� j&<&�B/&�& �; /9�+#�;/; f A- %#�- �; j�������� 
"�� �� �"#*���� /�� %&!�� �#�/j�6 �;-. 


�/���� 6 

*3. �� E#&��& �� /6��<� ��j?� �;- /9�+#�;/;- f. 
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*4. �� �%�!&�'&�& *�� ; &'�/A/;: 

 
x3+(1–4
)x2–x+4=0   (1) 

&���� �/�!6��j; j& �;� f(x)=
, 
� "��, /�; /9�>3&��, 
�� E#&��& �� %<B$�- �A� #�M?� �;- &'�/A/;- (1) ��� ��- 
!�+F�#&- ��j>- ��9 
�. 
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$*��!	� (�� ��9� �;�����DB/�9�) 
1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ (;j&#�j;���, 

&'&��M*j&�� j+$;j�).  %� D�/ �/����F��� �� $>j��� /�� 
�&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� %+�A j>#�- �A� 
FA�������#+FA� �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. *�/ �H���BH���� 
/� ��F��� "�j�+ +<<; /;j&�A/;. ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� 
%�#�!?/&�& j�M� j& �� �&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�. 

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� /& *<� �� $>j���. 
4. �� �#+8&�& ��- �%���B/&�- /�- D�/� j& j%<& B D�/�  j& j�6#� 

/�9<*. �%�#&��& �� 3#;/�j�%��B/&�& j�<6E� j*�� ��� /3>!��, 
!���#+jj��� "�� %���"&-. 

5. �� j; 3#;/�j�%��B/&�& 3�#�� j�<�j&�#>. 
6. �+$& �%+��;/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� �%�!&"�B. 
7. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA�������#+FA�. 
8. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: 18.00 

 
K��� 	�!�"#!� 

 �	�$� 
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��%	���%!	� 	�	���	!� *� ����� 

	��	&!%$" �	%!'$" �"'	!$" '�! 	��� ($
�*� ��) 

*	"�	&� 16 
�($" 2011 
	�	��)$
	%$ 
���
� �	�!'�� '�! 

�	#%$�$�!'�� '��	"�"%���: 
���
��!'� 
�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� (4) 

 
�	
� � 

A1. @/�A j�� /9�+#�;/; f �#�/j>�; /& >�� !�+/�;j� 
 "�� 
x0 >�� &/A�&#�"* /;j&�� ��9 
. �� ; f %�#�9/�+M&� 
��%�"* �"#*���� /�� x0 "�� &���� %�#��A��/�j; /�� 
/;j&�� �9�*, �� �%�!&�'&�& *��: f �(x0) = 0 
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A2. 
��&��� /9�+#�;/; f �#�/j>�; /�� �. �*�& ; &9$&�� 
y=<x+E <>�&��� �/6j%�A�; �;- �#�F�"B- %�#+/��/;- 
�;- f /�� �� ; 


�/���� 5 

A3. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, 
�������� 
�� �������� 
� �	��� 
�� ������ ��� 
����
�����	 
� ���� �����
� �� ���� �����, �� � 
�����
� �	��� 
�
��, � ��	
�, �� � �����
� �	��� 
�����
����.  

�) ��� "+$& j���!�"* �#�$j* z � 0 �#�M�9j& z0=1 

�) ��� /9�+#�;/; f:A�� <>�&��� /9�+#�;/; 1-1, *��� 
��� �%���!B%��& Ax,x 21  �/36&� ; /9�&%��A�B:  
��  x1�x2,  �*�&  f(x1) � f(x2) 

) ��� "+$& x�1=�–{x </9�x=0} �/36&�: 
x

1)x( 2��
�� ���   

�) 	/36&� *��: 1
x
 xlim

  x
�

-.
���
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�� - *� 	��	&!%+%  

 

 

����� 2�� ��� 4 ���	
��

�) �� �#�F�">- %�#�/�+/&�- C "�� C� �A� /9��#�B/&A� 
f "�� f–1 &���� /9jj&�#�">- A- %#�- �;� &9$&�� y=x 
%�9 !�3���j&� ��- �A��&- xOy "�� x�Oy�. 
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�	
� � 

@/�A �� j���!�"�� �#�$j�� z "�� w, j& z�3i, �� �%���� 
�"���%���6� ��- /3>/&�-: 

1i3z ��   "��  
i3z

1i3zw
�

���  

B1. �� E#&��& ��� �&Aj&�#�"* �*%� �A� &�"*�A� �A� 
j���!�"?� �#�$j?� z 


�/���� 7 

B2.  �� �%�!&�'&�& *��: 

i3z
1i3z
�

���  


�/���� 4 

B3.  �� �%�!&�'&�& *�� � w &���� %#��j���"*- �#�$j*- "�� 
*�� �2�w�2 
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B4.  �� �%�!&�'&�& *��:  zwz ��  
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�	
� � 


��&��� ; /9�+#�;/; f(x)=
x
2x2 � ,  x�0 

�1. �� j&<&�B/&�& �; /9�+#�;/; f A- %#�- �; j�������� 
"�� �� �"#*����. 
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���� 3�� ���	
�� - *� 	��	&!%+%  

 

 

����� 3�� ��� 4 ���	
��

�2. �� E#&��& �;� &'�/A/; �;- &F�%��j>�;- �;- �#�F�"B- 
%�#+/��/;- �;- /9�+#�;/;- f /�� /;j&�� �  ! ")2(f,2


�/���� 6 

�3.  �� E#&��& ��- �/6j%�A�&- �;- �#�F�"B- %�#+/��/;- �;- 
/9�+#�;/;- f. 
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�4. �� E#&��& �� *#��: 
1x

3
x
1f

lim 21x �

��
�
�

�
�
�

�
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�	
� *  


��&��� ; %�#��A��/�j; /9�+#�;/; f : ���, j& f(0)=0, ; 
�%��� �"���%��&� �; /3>/;  f(x)+x f �(x)=;jx, ��� "+$& x�. 

*1. �� �%�!&�'&�& *�� ; /9�+#�;/;  g(x)=xf(x)+/9�x, x� 
&���� /��$&#B /�� �.  


�/���� 6 

*2.  �� �%�!&�'&�& *��:  

,
x
��x)x(f �

�
1

 x� "�� x{0 


�/���� 6 

*3. �� �%�!&�'&�& *�� ; &'�/A/; 1–/9�x = x;jx >3&� j�� 

��9<+3�/��� #�M� /�� !�+/�;j� �
�
�

�
�
� //

2
3,

2
 


�/���� 6 

*4. �� �%�!&�'&�& *�� 9%+#3&� >�� ��9<+3�/��� '(0,%) 
�>���� ?/�&: 

';j'+/9�'=1+ 2
2

2
;

/
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$*��!	� (�� ��9� �;�����DB/�9�) 
1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ (;j&#�j;���, 

&'&��M*j&�� j+$;j�).  %� D�/ �/����F��� �� $>j��� /�� 
�&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� %+�A j>#�- �A� 
FA�������#+FA� �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. *�/ �H���BH���� 
/� ��F��� "�j�+ +<<; /;j&�A/;. ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� 
%�#�!?/&�& j�M� j& �� �&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�. 

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� /& *<� �� $>j���. 
4. �� �#+8&�& ��- �%���B/&�- /�- D�/� j& j%<& B D�/�  j& j�6#� 

/�9<*. �%�#&��& �� 3#;/�j�%��B/&�& j�<6E� j*�� ��� /3>!��, 
!���#+jj��� "�� %���"&-. 

5. �� j; 3#;/�j�%��B/&�& 3�#�� j�<�j&�#>. 
6. �+$& �%+��;/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� �%�!&"�B. 
7. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA�������#+FA�. 
8. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: 10.00 %.j. 

 
K��� 	�!�"#!� 

 
 �	�$� 
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��$� 
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�� 

	��%�����!'	� ��%	���%!	� 	�	���	!� 

*� ����� 	��	&!%$" �	%!'$" �"'	!$" 

�	
��� 14 !$"%!$" 2012 

	�	��)$
	%$ 
���
�: 
���
��!'� �	�!'��  

'�! �	#%$�$�!'�� '��	"�"%���: 

 �"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� (4) 

 

�	
� � 

A1. �� 21 , zz &���� j���!�"�� �#�$j��, �� �%�!&�'&�& *��: 
     2121 zzzz �  


�/���� 7 

A2. �*�& !6� /9��#�B/&�- f  "�� g  <>������ �/&-; 

�/���� 2 

�3. �� !���9%?/&�& �� $&?#;j� Rolle. 

�/���� 6 

 

�4. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, 
�������� 
�� �������� 
� �	��� 
�� ������ ��� 
����
�����	 
� ���� �����
� �� ���� �����, �� � 
�����
� �	��� 
�
��, � ��	
�, �� � �����
� �	��� 
�����
����.  

 

�) � �#�F�"B %�#+/��/; �;- /9�+#�;/;- f�  &���� 
/9jj&�#�"B, A- %#�- ��� +'��� xx� , �;- �#�F�"B- 
%�#+/��/;- �;- f  

 

 �) � !���9/j���"B �"���� ��9 �$#��/j���- �A� 
j���!�"?� i() �  "�� iA: � &���� �� +$#��/j� �A� 
!���9/j���"?� �"���A� ��9-. 

 

 )   ��� �;� %�<9A�9j�"B /9�+#�;/;  
   0

1
1

...)( ))) ���� �
�

v
v

v
v xxxP   j& 0�v)  

�/36&�: 0)(lim )�
���

xP
x

 

 



���� 2�� ���	
�� - *� 	��	&!%+%  
 

 

����� 2�� ��� 4 ���	
�� 

  
 �) �� j�� /9�+#�;/; f  !&� &���� /9�&3B- /& >�� /;j&�� 

0x , �*�& !&� j%�#&� �� &���� %�#��A��/�j; /�� 0x  
 

�) @/�A j�� /9�+#�;/; f  %�#��A��/�j; /& >�� !�+/�;j� 
),( () , j& &'��#&/; �/A- >�� /;j&�� ��9 0x , /�� �%��� *jA- 

;  f  &���� /9�&3B-. �� 0)( �� xf  /�� ),( 0x)  "�� 0)( �� xf  
/�� ),( 0 (x , �*�& �� )( 0xf  &���� ��%�"* &<+3�/��  �;- f   
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�	
� � 

�&A#�6j& ��9- j���!�"�6- �#�$j�6- z, j& z{–1, ��� ��9- 

�%���9- � �#�$j*- w=
1z
1z

�
�

 &���� F����/��"*-. 

�� �%�!&�'&�& *��: 

 

B1. 1z �  

�/���� 9 

 

B2. 
z

z 1_
�  "�� *�� � �#�$j*- 

41
�
�
�

�
�
� �

z
z &���� %#��j���"*-. 
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B3. ��
�

�
��
�

�
�

21 z
1

z
1

 (z1+z2)�4, *%�9 z1, z2 !6� �%* ��9- %�#�%+�A 

j���!�"�6- �#�$j�6- z 
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�� - *� 	��	&!%+%  
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�� 

�	
� � 

������� 	 ���!�		 :f  ��� ��  �)(xf
��

�
	



 �

��

1,)(

1,
2

3

xx
xx

(

)
() , �,  

	 ����� ����� ���"�� �� 10 �x  
 

�1. �� �%�!&�'&�& *�� )(( �� 22  "�� *�� 1� )  
      


�/���� 6 
  

�2. ��  &���� ,11 ��� )  �� �%�!&�'&�& *�� ; &'�/A/; 0)( �xf  >3&� 
j�� ��9<+3�/��� #�M� /�� !�+/�;j� & '1,1�  


�/���� 8 
 

�3. �� ; f  &���� %�#��A��/�j; /�� 10 �x , �� E#&��& �� a "�� 
(  


�/���� 6 

�4. �� 
4
5

�)  "�� ,
2
1

��(  �� E#&��& �;� &F�%��j>�; �;- �#�F�"B- 

%�#+/��/;- �;- f /�� /;j&�� ! ")1(,1 f  

�/���� 5 

 

�	
� *  

@/�A  ; %�#��A��/�j; /�� !�+/�;j� ! "1,1�  /9�+#�;/; f  j& 

3)0( ��f  "�� ; /9�+#�;/; )1,1(,)(
1

1)( 2 �
�

� xxf
x

xg  j& 

,)1,1(,3)( ��� xxxg (  *%�9 (  �  


��&��� &%�%<>�� *�� ; %�#+�A��- f �  �;- f &���� ��;/�A- 
�6'�9/� /�� !�+/�;j� ! "1,1�  

 

 



���� 4�� ���	
�� - *� 	��	&!%+%  
 

 

����� 4�� ��� 4 ���	
�� 

*1. �� !&�'&�& *�� �� �#�F�">- %�#�/�+/&�- �A� 
/9��#�B/&A� f "�� g  >3�9� "���* /;j&�� j& �&�j;j>�; 

00 �x  "�� "���B &F�%��j>�; /�� /;j&�� �9�*.  


�/���� 6 
 

*2. �� !&�'&�& *�� (�� )0(g  "�� *�� ; "���B &F�%��j>�; �A� 
�#�F�"?� %�#�/�+/&A� �A� /9��#�B/&A� f "�� g  /�� 
"���* ��9- /;j&�� j& �&�j;j>�; 00 �x  &���� ; 3�� xy (  


�/���� 8 
 

*3. �� !&�'&�& *�� ; &'�/A/; )1,1(,)( ��� xxf ( , >3&� 
j���!�"B #�M� �� 0 


�/���� 4 

*4. �� !&�'&�& *�� ,3)( � xxf ( ��� "+$& )1,1(�x  


�/���� 7 
 

 
$*��!	� (�� ��9� �;�����DB/�9�) 

1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ (;j&#�j;���, 
&'&��M*j&�� j+$;j�).  %� D�/ �/����F���  �� $>j��� /�� 
�&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� %+�A j>#�- �A� 
FA�������#+FA� �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. *�/ �H���BH���� 
/� ��F��� "�j�+ +<<; /;j&�A/;. ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� 
%�#�!?/&�& j�M� j& �� �&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�. 

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� /& *<� �� $>j���. 
4. �� �#+8&�& ��- �%���B/&�- /�- D�/� j& j%<& B D�/�  j& j�6#� 

/�9<*. �%�#&��& �� 3#;/�j�%��B/&�& j�<6E� j*�� ��� /3>!��, 
!���#+jj��� "�� %���"&-. 

5. �� j; 3#;/�j�%��B/&�& 3�#�� j�<�j&�#>. 
6. �+$& �%+��;/; �&"j;#�Aj>�; &���� �%�!&"�B. 
7. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA�������#+FA�. 
8. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: 18.30 

 
K��� 	�!�"#!� 

 �	�$� 
�%"
��$� 
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����� 1�� ��� 4 ���	
��

��%	���%!	� 	�	���	!� *� ����� 

	��	&!%$" �	%!'$" �"'	!$" '�! 	��� ($
�*� ��) 

*	"�	&� 28 
�($" 2012 
	�	��)$
	%$ 
���
� �	�!'�� '�! 

�	#%$�$�!'�� '��	"�"%���: 
���
��!'� 
�"%$�$ �	�!*+%: �	��	&!� (4) 

 
�	
� � 
 

A1. @/�A j�� /9�+#�;/; f ; �%��� &���� /9�&3B- /& >�� 
!�+/�;j� 
. ��  0(x)f �� /& "+$& &/A�&#�"* /;j&�� x 
��9 
, �*�& �� �%�!&�'&�& *�� ; f &���� ��;/�A- 
�6'�9/� /& *<� �� 
 


�/���� 7 
 

A2. �*�& <>j& *�� j�� /9�+#�;/; f &���� /9�&3B- /& >�� 
"<&�/�* !�+/�;j� [�, E]; 


�/���� 4 
 
 

A3. @/�A /9�+#�;/; f j& %&!�� �#�/j�6 �. �*�& <>j& *�� ; 
f %�#�9/�+M&� /�� x0�A ��%�"* j>��/��; 


�/���� 4 
 
 

A4. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, 
�������� 
�� �������� 
� �	��� 
�� ������ ��� 
����
�����	 
� ���� �����
� �� ���� �����, �� � 
�����
� �	��� 
�
��, � ��	
�, �� � �����
� �	��� 
�����
����.  

�) ��� j���!�"* &%�%&!� �� &�"*�&- !6� /9M9�?� 
j���!�"?� &���� /;j&�� /9jj&�#�"+ A- %#�- ��� 
%#��j���"* +'���. 

�) ��� /9�+#�;/; f &���� 1-1, �� "�� j*�� �� ��� "+$& 
/���3&�� y ��9 /9�*<�9 ��j?� �;- ; &'�/A/; f(x)=y 
>3&� �"#�E?- j�� <6/; A- %#�- x 

 



���� 2�� ���	
�� - *� 	��	&!%+%  

 

 

����� 2�� ��� 4 ���	
��

) �� &���� = +� ,  �*�& f(x)<0 "���+ /�� x! "xflim 
0x  x�

0

 

! "
�) �� !6� /9��#�B/&�- f, g &���� �#�/j>�&- "�� /9�&3&�- 

/& >�� !�+/�;j� 
 "�� �/36&� *�� xg(x)f ��� ��� "+$& 
&/A�&#�"* /;j&�� x ��9 
, �*�& �/36&� %+��� 
f(x)=g(x) ��� "+$& x�
 

�) @�� ��%�"* j>��/�� j%�#&� �� &���� j�"#*�&#� �%* 
>�� ��%�"* &<+3�/��. 
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�	
� � 
 

�&A#�6j& ��9- j���!�"�6- z "�� w ��� ��9- �%���9- �/36�9� 
�� &%*j&�&- /3>/&�-: 

 363z3z 22 ����  

 2w1w2 ���   
 

B1. �� �%�!&�'&�& *�� � �&Aj&�#�"*- �*%�- �A� &�"*�A� 
�A� j���!�"?� �#�$j?� z /�� &%�%&!� &���� "6"<�- j& 
">��#� �;� �#3B �A� �'*�A� "�� �"���� #=3 


�/���� 8 
 

B2.  ��  &���� !6� �%* ��9- %�#�%+�A j���!�"�6- 

�#�$j�6- z j& 
21 z,z

 2zz 21 3�� , �� E#&��& ��  zz 21 �  


�/���� 9 
 

B3.  �� �%�!&�'&�& *�� � �&Aj&�#�"*- �*%�- �A� &�"*�A� 
�A� j���!�"?� �#�$j?� w /�� &%�%&!� &���� "6"<�- j& 
">��#� �;� �#3B �A� �'*�A� "�� �"���� #=1 
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����� 3�� ��� 4 ���	
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�	
� � 


��&��� ; /9�+#�;/; f(x)= ,Ex�
x
2 2 ��  x>0 j& �,E��  

�1. �� &���� �<0, �� �%�!&�'&�& *�� ; f &���� ��;/�A- 
F$���9/� /�� !�+/�;j� (0,+�)  


�/���� 4 

�2. �� &���� �<0, �� �%�!&�'&�& *�� ; &'�/A/; f(x)=0 >3&� 
�"#�E?- j�� <6/; /�� (0,+�)  


�/���� 7 

�3.  �� �%�!&�'&�& *�� ; �#�F�"B %�#+/��/; �;- f : 

i)   >3&� "���"*#9F; �/6j%�A�; ��� "+$& �,E, �;� �%��� 
"�� �� E#&��& (j��+!&- 3) 

ii) >3&� �#�M*���� �/6j%�A�; j*�� ��� �=0 "�� E��, �;� 
     �%��� "�� �� E#&��& (j��+!&- 3) 


�/���� 6 

�4. �� E#&��& ��- ��j>- �A� �,E ��� ��- �%��&- ; f 
%�#�9/�+M&� /�� /;j&�� x0=1 ��%�"* �"#*����, �� 
f(x0)=7. ��; /9�>3&�� �� "�$�#�/&�& �� &�!�- ��9 
�"#��+��9 �9��6.  


�/���� 8 

�	
� *  

@/�A /9�+#�;/; f !6� F�#>- %�#��A��/�j; /�� � ��� �;� 
�%��� �/36�9�:  

#   2(x)f ����

#  2  
xx

;jxf(x)
lim 20  x

�
�
�

�
 

# f(1)= )0(f �  
 

*1. �� �%�!&�'&�& *�� f(0)=0 "�� f(1)= 3�  


�/���� 8 

 



���� 4�� ���	
�� - *� 	��	&!%+%  

 

 

����� 4�� ��� 4 ���	
��

*2.  �� ; g(x)=f(x)+�(x+1)2, x� "�� �� �"���%��&� ��- 
9%�$>/&�- ��9 $&A#Bj���- Rolle /�� !�+/�;j� [0,1], �� 
E#&��& ��� �#�$j* � 


�/���� 5 
 

*3. ��� �=1 �� �%�!&�'&�& *�� 9%+#3&� j���!�"* /;j&�� 
'(0,1) �>���� ?/�& f�(')= 2� ('+1) 


�/���� 6 
 

*4. ��� �=1 �� �%�!&�'&�& *�� ; g %�#�9/�+M&� &<+3�/�� /�� 
/;j&�� ' ��9 %#�;��6j&��9 &#A�Bj���-.  


�/���� 6 

 
 

$*��!	� (�� ��9� �;�����DB/�9�) 
1. ��� �&�#+!�� �� �#+8&�& j*�� �� %#�"���#"��"+ (;j&#�j;���, 

&'&��M*j&�� j+$;j�).  %� D�/ �/����F��� �� $>j��� /�� 
�&�#+!��. 

2. �� �#+8&�& �� ���j��&%?�9j* /�- /�� %+�A j>#�- �A� 
FA�������#+FA� �j>/A- j*<�- /�- %�#�!�$�6�. *�/ �H���BH���� 
/� ��F��� "�j�+ +<<; /;j&�A/;. ���+ �;� �%�3?#;/B /�- �� 
%�#�!?/&�& j�M� j& �� �&�#+!�� "�� �� FA�������#�F�. 

3. �� �%���B/&�& ��� �������� ��� /& *<� �� $>j���. 
4. �� �#+8&�& ��- �%���B/&�- /�- D�/� j& j%<& B D�/�  j& j�6#� 

/�9<*. �%�#&��& �� 3#;/�j�%��B/&�& j�<6E� j*�� ��� /3>!��, 
!���#+jj��� "�� %���"&-. 

5. �� j; 3#;/�j�%��B/&�& 3�#�� j�<�j&�#>. 
6. �+$& �%+��;/; &%�/�;j���"+ �&"j;#�Aj>�; &���� �%�!&"�B. 
7. 
�+#"&�� &'>��/;-: �#&�- (3) ?#&- j&�+ �; !����jB �A� 

FA�������#+FA�. 
8. �#*��- !9���B- �%�3?#;/;-: 10.30 %.j. 

 
K��� 	�!�"#!� 

 
�	�$� 
�%"
��$� 

 

 

 



���� 1�� ���	
�� – 
������	��� 

 
����� 1�� ��� 4 ���	
�� 

 
���������	�
 �����
��
 

�� ����
  �
������� ���	�� ��	���� 
	�� ���� (����� ��) 

������� 2 IOYNIOY 2014  -  ����������� ������: 
��������	� ����	�
 	�� ��������	�
 	�������
�
 


����� 
������: ��

���
 (4) 
 
 
���� � 

A1. ���� ��� ������� f  ������� �� ��� ������� & . �� 

#   f  ����� ������� ��� &  ��� 

#  f (x) 0� �
 
��� ���� ��������� ����� x  ��� & , 

���� �� ���������� ���  f  ����� ������� �� �/� �� ������� & . 

������� 10 

A2. ���� ��� ������� f  �� ����� ������� A . +��� /��� ���   f  

��������7�� ��� 0x �  (�/���) �������, �� ! "0f x ; 

������� 5 
A3. �� ��������	
��� �� �����
�� ��� ����������, �������� 
�� 

�������� 
�, �	��� 
�� ������ ��� ����
�����	 
� ���� �����
�, �� 
���� �����,  �� � �����
� �	��� 
�
��, � ��	
� ,  �� � �����
� �	��� 
�����
����.  

!) C�� ����  z�   ������  z z 2� � Im(z)
 (������� 2) 

") �� ! "
0x x

lim f x
�

� ��   � �� ,  ����  
! "0x x

1lim 0
f x�

�   

(������� 2) 

#) �� ��� ������� f  ��������7��  (�/���) �������, ���� ���� �� 

����� �� ����/����� ��� �� ������ �� �������. 

(������� 2) 
 

 



���� 2�� ���	
�� – 
������	��� 

 
����� 2�� ��� 4 ���	
�� 

 

�) U� ��/��������� ����������� 	����� ����/������ � ���� ��� 2 

��� ����� ����������. 

(������� 2) 

�) ���� ������� f  ������� �� ��� ������� &
 
��� ����������� 

�� ���� ��������� ����� ��� & . ��  ������� f
 
����� ������ 

'������� ��� & , ����  ��������� �� ����� ����������� 

������� ��� ��������� ��� & . 

                (������� 2) 
 

������� 10 

 
���� � 
 
&������  ������ 

22 z (z z)i 4 2i 0, z� � � � � �  

B1. !� /����� �� �������� ������. 
������� 9 

 

B2. �� 1z =1+i  ��� 2z =1-i  ����� �� ��7�� �� �������� �������, ���� �� 
����
��
�
 �� � ������ 

39

1

2

zw 3
z

� �
� � �

� �
  


��� ���� �
 3i�  

������� 8  
B3. !� 	����� �� ���������� ���� ��� ������� ��� �������"� �����"� u  ��� 

���� ������� ������ 

1 2u w 4z z i� � � �  

���� 1 2w, z , z  �� ��������� ������� ��� ����������  I2. 

������� 8 

 

 



���� 3�� ���	
�� – 
������	��� 

 
����� 3�� ��� 4 ���	
�� 

 

����  

&������   ������� f  ��  ! " 2f x (x 3) (x 1), x� � � �     

1. !� 	����� �� ���������� ��� �����  f  ����� ������ ������� ��� �� 

���������� ��� �����  f  ����� ������ '�������.  

������� 8 

2. !� 	����� �� ������ �� �'�������� �� ���'���� ��������� �� f  

 �����  

!) ����� ����/// ���� �� ������ �� ������ y 4x 3� �   

    ��� 

")  ������� ��� ������ ���'�� �� �� �� ���'��� �������� �� f  

����� �������� �������.  

������� 8  
3. !� ���������� ���  �������  

g(x) (x 1) f(x)� � ,   x�
 

���� ��� ������ �����"� �/������� ��� ��� ��� ������� ��������. 

������� 9  
 
 
���� � 

&������  �������  h  ��  ! "
2�x x 2h x , x 1
x 1
� �

� � �
�   

���  �� . ��  ������ 

�� ������  y x 2� �
 
����� �/���� �������� �� ���'���� ��������� �� 

h  ��� ��  , ����   

 
�1. !� ���������� ��� � 1�  

������� 7 

�2.   !) !� ��������� ��  ������ �� ������ y x 2� �  ����� �/���� 

�������� �� ���'���� ��������� �� h  ��� ��� �� . 

 ") !� 	����� �� ��������' �������� �� ���'���� ��������� �� h . 

������� 9 



���� 4�� ���	
�� – 
������	��� 

 
����� 4�� ��� 4 ���	
�� 

 
 

�3. !� ���������� ���  ������ ! "
4(x 3)h x 0

x
�

� �
  

���� ��� ���/������� 

��7� ��� ������� ( 1, 0)�  

 
������� 9 

 
 
 
 

�����
 (#$! %�&� �'�%!*�+,��&�) 
 

1.  
%� �'?@&CC� ��� ���������  �� ���?��� �� �����7����� �����. 
%� 
�<?@&CC� D��E-D��E �� ����/�"���� �� ������� ������ �� 
�����. 
%/� !5FG %E� !D!�%G<�?� <!�  �� ���?��� ����-���� 
�� �������� ���  �� �����7����� �����. �! +/� !�%$#5�;�%�  �� 
������ ��� �������� ���  �! +/ #5�;�%�  ������� ���� ���������� ��� 
�� ����� ���. 

2. !� ���?��� �� ��������"���� ��� ��� ���� ����� ��� '����������'�� 
������ ��/�� ��� ����������. �&F=� </+�$?<�$� <!� D��E <%! 
H,+!%! ��� H! "!H+�C�#/H�J� <� L!+M! D�5MD%E</. @��� �� 
����"��� ��� �� �����"���� ��7�  �� �� �������� ���  �� 
'����������'�. 

3. !� ���������� <%� %�%5��$= <!�  �� �/� �� ������  +=��  �� ��/� � 
+=��  �� ����� ���/� �� ��/���  ��� ��� �	���� .  $�/�	� ����������� ,  
+=��  �� �� 7����   ��'"��, ���  +=��  � �� �������,  � ���������� 
�/�. 

4. @��� ������ ����������� ���������� � ����  ��������.  
5. &������� �������: ����� (3) "��� ���� � ������� ��� 

'����������'��. 
6. A����� ������� ����"���: 10.00 �.�.  
 

 

�
 ������
�� K��� ��������  
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 ��������
 

 
 



ΑΡΧΗ 1ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ – ∆΄ ΕΣΠΕΡΙΝΩΝ  
 

 
ΤΕΛΟΣ 1ΗΣ ΑΠΟ 4 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

 ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ  
Δ΄ ΤΑΞΗΣ ΕΣΠΕΡΙΝΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ  

ΠΑΡΑΣΚΕΥΗ  12 ΙΟΥΝΙΟΥ 2015 
 ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  
ΣΥΝΟΛΟ ΣΕΛΙΔΩΝ: ΤΕΣΣΕΡΙΣ (4) 

 
 

ΘΕΜΑ Α 
A1. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f(x)=εφx  είναι παραγωγίσιμη στο 

1 { x | συνx 0}� � ��1 { x | σ� �  και ισχύει 2
1(εφx) =

συν x
�  

Μονάδες 7 

A2. Πότε μια συνάρτηση f :A �  λέγεται συνάρτηση 1-1; 

Μονάδες 4 

A3. Πότε η ευθεία 0x x��  λέγεται κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής 

παράστασης μιας συνάρτησης f;  

Μονάδες 4 
A4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που  ακολουθούν, γράφοντας στο 

τετράδιό σας δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη 
Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι 
λανθασμένη.  

α) Αν z� , τότε 
νν (z)(z )� , όπου ν θετικός ακέραιος. 

β) Αν οι συναρτήσεις f, g έχουν όριο στο 0x  και ισχύει f(x) g(x)��  
κοντά στο 0x , τότε 

0 0x x x x
lim f(x) lim g(x)
�� �

�  

γ) Αν 
0x x

lim f(x) ,
��

� � �  τότε f(x)>0 κοντά στο 0x  

δ) Υπάρχει πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού μεγαλύτερου ή ίσου του 2, 

της οποίας η γραφική παράσταση έχει ασύμπτωτη. 

ε) Για κάθε x��  ισχύει  ημx x	   

Μονάδες 10 

 

 

 



ΑΡΧΗ 2ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ – ∆΄ ΕΣΠΕΡΙΝΩΝ  
 

 
ΤΕΛΟΣ 2ΗΣ ΑΠΟ 4 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

ΘΕΜΑ Β 

Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς z , w  για τους οποίους ισχύουν: 


 
2 2z 3i 18 z 3� � � �  


 mw i (w) 1�� � �     

 
B1. Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών 

αριθμών z είναι η ευθεία με εξίσωση x y 3 0�� � �   

Μονάδες 9 

B2. Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών 

αριθμών w είναι η παραβολή με εξίσωση 21y x
4

�  

Μονάδες 9 

B3. Για τους παραπάνω μιγαδικούς αριθμούς z, w να βρείτε την ελάχιστη 

τιμή του μέτρου z w� .  

Μονάδες 7 

ΘΕΜΑ Γ 
 

Δίνεται η συνάρτηση 2
2

με
1f (x) x x (0, )
x

� � � ��  

Γ1. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f  ως προς τη μονοτονία και να βρείτε το 

σύνολο τιμών της.   

 Μονάδες 6  

Γ2. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της  συνάρτησης g, όπου g(x) f (x) 2� �  

Μονάδες 5  

Γ3. Να λύσετε την εξίσωση 

3f f ( x ) 2, x (0, )
2

 �� � � ��� �
� �  

   Μονάδες 7 



ΑΡΧΗ 3ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ – ∆΄ ΕΣΠΕΡΙΝΩΝ  
 

 
ΤΕΛΟΣ 3ΗΣ ΑΠΟ 4 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

Γ4. Να αποδείξετε ότι υπάρχει 
1ξ , 1
2

 �
� � �
� �

 τέτοιο, ώστε η εφαπτομένη της 

γραφικής παράστασης της f στο σημείο �� �ξ,f(ξ)  να διέρχεται από το 

σημείο 
5Μ 0 ,
2

 �
� �
� �

 

Μονάδες 7  

ΘΕΜΑ Δ 

Δίνεται η συνάρτηση 4 3 2f(x) 3x 4x αx , x ,�� � � � , όπου α είναι ένας 

πραγματικός αριθμός.  Αν η f παρουσιάζει στο 0x 1��  τοπικό ακρότατο, τότε: 

 

Δ1. Να αποδείξετε ότι α= 12�� . 

Μονάδες 5 

Δ2. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα και 

να βρείτε τις τιμές του β ,�� , ώστε f(x) β��  για κάθε x��     

Μονάδες 8 

Δ3. Να βρείτε την πλάγια ασύμπτωτη στο ���  της γραφικής παράστασης της 

συνάρτησης 3 με
f(x)g(x) x (0, )

x 1
� � � �

�
 

Μονάδες 5 

Δ4. Να υπολογίσετε το όριο  

ν 2x

f(x) 1lim ημ
x x���

 � �
� �� �

� �� �
  

για τις διάφορες ακέραιες τιμές του  ν. 

Μονάδες 7 
 
 
 
 
 
 



ΑΡΧΗ 4ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ – ∆΄ ΕΣΠΕΡΙΝΩΝ  
 

 
ΤΕΛΟΣ 4ΗΣ ΑΠΟ 4 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

ΟΔΗΓΙΕΣ (για τους εξεταζομένους) 
 

1. Στο εξώφυλλο του τετραδίου να γράψετε το εξεταζόμενο μάθημα. Στο 
εσώφυλλο πάνω-πάνω να συμπληρώσετε τα ατομικά στοιχεία μαθητή. Στην 
αρχή των απαντήσεών σας να γράψετε πάνω-πάνω την ημερομηνία και το 
εξεταζόμενο μάθημα. Να μην αντιγράψετε τα θέματα στο τετράδιο και να μη 
γράψετε πουθενά στις απαντήσεις σας το όνομά σας.  

2. Να γράψετε το ονοματεπώνυμό σας στο πάνω μέρος των φωτοαντιγράφων 
αμέσως μόλις σας παραδοθούν. Τυχόν σημειώσεις σας πάνω στα θέματα 
δεν θα βαθμολογηθούν σε καμία περίπτωση. Κατά την αποχώρησή σας να 
παραδώσετε μαζί με το τετράδιο και τα φωτοαντίγραφα.  

3. Να απαντήσετε στο τετράδιό σας σε όλα τα θέματα μόνο με μπλε ή μόνο με 
μαύρο στυλό με μελάνι που δεν σβήνει. Μολύβι επιτρέπεται, μόνο αν το 
ζητάει η εκφώνηση, και μόνο για πίνακες, διαγράμματα κλπ. 

4. Κάθε απάντηση επιστημονικά τεκμηριωμένη είναι αποδεκτή.  
5. Διάρκεια εξέτασης: τρεις (3) ώρες μετά τη διανομή των φωτοαντιγράφων. 
6. Ώρα δυνατής αποχώρησης: 18:00  
 

 
ΣΑΣ ΕΥΧΟΜΑΣΤΕ KΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ  

 
ΤΕΛΟΣ ΜΗΝΥΜΑΤΟΣ 

 



ΑΡΧΗ 1ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ – ∆΄ΕΣΠΕΡΙΝΩΝ 

 
ΤΕΛΟΣ 1ΗΣ ΑΠΟ 4 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

 
ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 

Δ΄ ΤΑΞΗΣ  ΕΣΠΕΡΙΝΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 
ΚΑΙ ΕΠΑΛ (ΟΜΑΔΑ Β΄) 

ΔΕΥΤΕΡΑ 25 ΜΑΙΟΥ 2015   
  ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  
ΣΥΝΟΛΟ ΣΕΛΙΔΩΝ: ΤΕΣΣΕΡΙΣ (4) 

 
ΘΕΜΑ Α 

A1. Έστω μια συνάρτηση  f , η οποία είναι ορισμένη σε ένα κλειστό 

διάστημα [α,β] . Αν:  

 η f  είναι συνεχής στο [α,β]  και  

 f(α) f(β),f(β),
 
  

τότε να αποδείξετε ότι  για κάθε αριθμό η μεταξύ των f(α)  και f(β)

υπάρχει ένας  τουλάχιστον  0x (α,β),(α,β),  τέτοιος  ώστε 0f(x ) η.  

Μονάδες  7  

A2. Έστω μια συνάρτηση f  και 0x ένα σημείο του πεδίου ορισμού της. Πότε 

θα λέμε ότι η f   είναι συνεχής στο 0x ;  

Μονάδες  4  

A3. Έστω μια συνάρτηση  f  με πεδίο ορισμού A . Πότε λέμε ότι η  f  
παρουσιάζει στο 0x ΑΑ  τοπικό ελάχιστο ;  

Μονάδες  4  

A4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο 
τετράδιό σας,  δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση , τη 
λέξη Σωστό,  αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι 
λανθασμένη.  

α)  Αν για δύο συναρτήσεις f , g ορίζονται οι συναρτήσεις fog και gof, 
τότε ισχύει πάντοτε ότι fog = gof.

 
β)  Η διανυσματική ακτίνα της διαφοράς των μιγαδικών α βiβi  και 

γ δiδi  είναι η διαφορά των διανυσματικών ακτίνων τους.  



ΑΡΧΗ 2ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ – ∆΄ΕΣΠΕΡΙΝΩΝ 

 
ΤΕΛΟΣ 2ΗΣ ΑΠΟ 4 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

γ)  Για κάθε x  ισχύει  ότι συνx ημx.( )) ημημx.  

δ)  Για κάθε z  ισχύει  ότι z z 2Re(z).z 2Re(z)
 

ε)  Αν 
0x x

lim f(x) 0
0x

im f(x 0  και f(x) 00  κοντά στο 0x ,  τότε 
0x x

1lim .
f(x)0x

im
f(

. 

   Μονάδες  10  

ΘΕΜΑ Β 
 
Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς z για τους οποίους ισχύει:  

|z 4 | 2 | z 1|.4 | 2 | z 1|.  

B1. Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων αυτών των 
μιγαδικών αριθμών z είναι κύκλος με κέντρο την αρχή των αξόνων και 
ακτίνα ρ=2. 

Μονάδες 7  

B2. Έστω 1 2

2 1

2z 2zw ,
z z

1 22z 2z1 ,1 2

 
όπου 1 2z , z  δύο μιγαδικοί αριθμοί του ερωτήματος 

Β1. 
 Να αποδείξετε ότι: 

α) Ο w είναι πραγματικός και  
(μονάδες 4) 

β) - 4 w 4.w 4. 
(μονάδες 7) 

Μονάδες 11   

B3. Αν w -4-4 , όπου w είναι ο μιγαδικός αριθμός του ερωτήματος Β2, να 

βρείτε τη σχέση που συνδέει τους μιγαδικούς αριθμούς 1 2z , z  και να 

αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές τις εικόνες 1 2 3A(z ), B(z ), Γ(z )
των μιγαδικών αριθμών 1 2z , z  και 3z , με 3 1z 2iz ,12iz ,1  είναι ισοσκελές. 

Μονάδες 7  

ΘΕΜΑ Γ 

Δίνεται  η συνάρτηση   
2

1f ( x ) , x
x 12

1 , x
2

1
1

, x .   

Γ1. Να βρεθεί το σύνολο τιμών της f.  
Μονάδες 5  



ΑΡΧΗ 3ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ – ∆΄ΕΣΠΕΡΙΝΩΝ 

 
ΤΕΛΟΣ 3ΗΣ ΑΠΟ 4 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

Γ2. Να αποδείξετε ότι f(f(x)) 2
2
2

2
 για κάθε x .. 

Μονάδες 6  
Γ3. Να υπολογίσετε το όριο  

x 0

2f(1 x)
2lim .

x0
im

2x)
2  

Μονάδες 6  
 

Γ4. Να βρείτε τις εξισώσεις όλων των εφαπτομένων της γραφικής 

παράστασης της f που διέρχονται από το σημείο (3,0). 

Μονάδες 8   

ΘΕΜΑ Δ 
Δίνεται  η συνεχής συνάρτηση  f :   για την οποία ισχύει  ότ ι   

2 1x f(x) x 1 x ,
x

2 1x 1 x ,2 1
 για κάθε x 0.0. 

Δ1. Να αποδείξετε ότι  
1 x 1x , x 0

f(x) x x
0 , x 0.

x1 x 1x , x 01x1 x
xx

0.00
 

Μονάδες 6  

Δ2. Να υπολογίσετε την παράγωγο f (x)(x)  της συνάρτησης f για κάθε x 0.0.  
Μονάδες 6  

Δ3. Να αποδείξετε ότι η f έχει στο  οριζόντια ασύμπτωτη την ευθεία 

y 1.1. 

Μονάδες 6   

Δ4. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) 00  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο 

διάστημα 
1( , ).), ).  

Μονάδες 7   
 
 

 
 



ΑΡΧΗ 4ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ – ∆΄ΕΣΠΕΡΙΝΩΝ 

 
ΤΕΛΟΣ 4ΗΣ ΑΠΟ 4 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

 
 

ΟΔΗΓΙΕΣ (για τους εξεταζομένους)  
 

1. Στο εξώφυλλο  του τετραδίου  να γράψετε το εξεταζόμενο μάθημα. Στο 
εσώφυλλο πάνω -πάνω να συμπληρώσετε τα ατομικά στοιχεία 
μαθητή. Στην αρχή των απαντήσεών σας  να γράψετε πάνω -πάνω 
την ημερομηνία και  το  εξεταζόμενο μάθημα. Να μην αντιγράψετε  τα 
θέματα στο τετράδιο και  να μη γράψετε  πουθενά στις απαντήσεις σας 
το όνομά σας.  

2. Να γράψετε το ονοματεπώνυμό σας στο πάνω μέρος των φωτοαντιγράφων 
αμέσως μόλις σας παραδοθούν. Τυχόν σημειώσεις σας πάνω στα 
θέματα δεν θα βαθμολογηθούν σε καμία περίπτωση . Κατά την 
αποχώρησή σας να παραδώσετε μαζί  με το τετράδιο και  τα 
φωτοαντίγραφα.  

3. Να απαντήσετε στο τετράδιό σας  σε όλα τα θέματα  μόνο  με μπλε ή 
μόνο  με μαύρο στυλό με μελάνι  που δεν σβήνει .  Μολύβι  επιτρέπεται,  
μόνο  αν το ζητάει  η εκφώνηση, και  μόνο  για πίνακες,  δ ιαγράμματα 
κλπ .  

4. Κάθε απάντηση επιστημονικά τεκμηριωμένη ε ίναι  αποδεκτή.  
5. Διάρκεια εξέτασης:  τρεις (3) ώρες μετά τη διανομή των 

φωτοαντιγράφων.  
6. Χρόνος δυνατής αποχώρησης: 10.00 π.μ.  
 

 
ΣΑΣ ΕΥΧΟΜΑΣΤΕ KΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ  

 
ΤΕΛΟΣ ΜΗΝΥΜΑΤΟΣ 

 
 



ΑΡΧΗ 1ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ – ΝΕΟ & ΠΑΛΑΙΟ ΣΥΣΤΗΜΑ 
ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ∆΄ ΕΣΠΕΡΙΝΩΝ  

 

ΤΕΛΟΣ 1ΗΣ ΑΠΟ 4 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 
Δ΄ ΤΑΞΗΣ ΕΣΠΕΡΙΝΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ ΚΑΙ ΕΠΑΛ (ΟΜΑΔΑ Β΄) 

ΠΕΜΠΤΗ 9 ΙΟΥΝΙΟΥ 2016  -    ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ (ΝΕΟ ΣΥΣΤΗΜΑ) & ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ (ΠΑΛΑΙΟ ΣΥΣΤΗΜΑ) 

ΣΥΝΟΛΟ ΣΕΛΙΔΩΝ: ΤΕΣΣΕΡΙΣ (4) 
 

 
ΘΕΜΑ Α 
A1. Έστω μια συνάρτηση f  ορισμένη σε ένα διάστημα Δ και ox  ένα εσωτερικό σημείο 

του Δ. Αν η f  παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο ox  και είναι παραγωγίσιμη στο 
σημείο αυτό τότε να αποδείξετε ότι of (x ) 0(x )o 0 .  

Μονάδες 7  
 

A2. Να διατυπώσετε το κριτήριο παρεμβολής. 
Μονάδες 4 

 

A3. Πότε λέμε ότι η ευθεία y  είναι οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης 

της συνάρτησης f  στο ; 
Μονάδες 4  

 
A4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας, 

δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση 
είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασμένη.  

α) 
x 0

συν x 1lim 1
x0

im 11 11. 

β) Αν 
ox x

lim f(x) 0
ox

lim f(x 0  και f(x) 00 κοντά στο ox , τότε 
ox x

1lim
f(x)ox

lim
f(

. 

γ) Αν μια συνάρτηση f  δεν είναι συνεχής στο ox , τότε η f  δεν είναι 
παραγωγίσιμη στο ox . 

δ) Υπάρχει πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού ν 22 , η οποία έχει ασύμπτωτη. 

ε) Οι γραφικές παραστάσεις C και C΄ των συναρτήσεων f  και 1f 1 είναι 
συμμετρικές ως προς την ευθεία y xx , που διχοτομεί τις γωνίες xΟy και 
x΄Οy΄, όπου Ο η αρχή των αξόνων. 

Μονάδες 10  

 
  



ΑΡΧΗ 2ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ – ΝΕΟ & ΠΑΛΑΙΟ ΣΥΣΤΗΜΑ 
ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ∆΄ ΕΣΠΕΡΙΝΩΝ  

 

ΤΕΛΟΣ 2ΗΣ ΑΠΟ 4 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

ΘΕΜΑ Β
Δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης f . 

 
B1. Να βρείτε το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών της f . 

Μονάδες 2 
B2. Να βρείτε, αν υπάρχουν, τα παρακάτω όρια. 

 α) 
x 1
lim f(x)

1
im f(x

1
 β) 

x 3
lim f(x)

3
im f(x

3
  

 γ) 
x 5
lim f(x)

5
im f(x

5
 δ) 

x 7
lim f(x)

7
im f(x

7
 ε) 

x 9
lim f(x)

9
im f(x

9
 

 Για τα όρια που δεν υπάρχουν να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 
Μονάδες 7 

B3. Να βρείτε, αν υπάρχουν, τα παρακάτω όρια. 

 α) 
x 2

1lim
f(x)2

im
f(x  β) 

x 6

1lim
f(x)6

im
f(x  γ) 

x 8
lim f(f(x))

8
im f(f

8
  

 Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 
Μονάδες 9 

B4. Να βρείτε τα σημεία στα οποία η f  δεν είναι συνεχής. 
 Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

Μονάδες 3 

B5. Να βρείτε τα σημεία ox  του πεδίου ορισμού της f  για τα οποία ισχύει of (x ) 0(x )o 0 . 
 Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

Μονάδες 4 



ΑΡΧΗ 3ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ – ΝΕΟ & ΠΑΛΑΙΟ ΣΥΣΤΗΜΑ 
ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ∆΄ ΕΣΠΕΡΙΝΩΝ  

 

ΤΕΛΟΣ 3ΗΣ ΑΠΟ 4 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

ΘΕΜΑ Γ
Δίνεται η συνάρτηση  

2x 1 ,x 0
f(x)

x 1 ,x 0
,x 02x 12x 1x
,x 0x 1x 11

 

Γ1. Να μελετήσετε ως προς τη συνέχεια τη συνάρτηση f .  
Μονάδες 8  

 
Γ2. Να εξετάσετε αν για τη συνάρτηση f  ικανοποιούνται οι υποθέσεις του θεωρήματος 

μέσης τιμής στο διάστημα [ 1, 1]1, 1] . 
Μονάδες 8  

 

Γ3. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f  η οποία 

διέρχεται από το σημείο 
5A(0, )
4

. 

Μονάδες 9  
 

 
 
ΘΕΜΑ Δ 
Δίνεται η συνάρτηση f :  με 3f(x) x3x . 
Δ1. Να  αποδείξετε  ότι  η  f   είναι  συνάρτηση  1-1  (μονάδες 2)  και  να βρείτε  την  

αντίστροφη συνάρτηση 1f 1. (μονάδες 4) 
Μονάδες 6 

Δ2. Να αποδείξετε ότι για κάθε x 00  ισχύει: 

31f(ημx) f(x x )
6

31f(x x )31
6

. 

Μονάδες 9  
 

Δ3. Ένα σημείο Μ κινείται κατά μήκος της καμπύλης 3y x , x 03x , x 03  με x x(t)x(t)  και 

y y(t)y(t) . Να βρείτε σε ποιο σημείο της καμπύλης ο ρυθμός μεταβολής της 

τεταγμένης y(t)  του Μ είναι ίσος με το ρυθμό μεταβολής της τετμημένης x(t) , αν 

υποτεθεί ότι x (t) 0x (t) 0  για κάθε t 00 .  
Μονάδες 4 

Δ4. Να λυθεί στο  η εξίσωση: 

2

f(x)f = f(x) 
x 2

f(x)f(x) = f(x)f(x)f(x)
2

( )= f(x) (
x2x2 22

. 

Μονάδες 6 
 

 



ΑΡΧΗ 4ΗΣ ΣΕΛΙ∆ΑΣ – ΝΕΟ & ΠΑΛΑΙΟ ΣΥΣΤΗΜΑ 
ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ∆΄ ΕΣΠΕΡΙΝΩΝ  

 

ΤΕΛΟΣ 4ΗΣ ΑΠΟ 4 ΣΕΛΙ∆ΕΣ 

 
ΟΔΗΓΙΕΣ (για τους εξεταζομένους) 

 
1. Στο εξώφυλλο του τετραδίου να γράψετε το εξεταζόμενο μάθημα. Στο εσώφυλλο 

πάνω-πάνω να συμπληρώσετε τα ατομικά σας στοιχεία. Στην αρχή των 
απαντήσεών σας να γράψετε πάνω-πάνω την ημερομηνία και το εξεταζόμενο 
μάθημα. Να μην αντιγράψετε τα θέματα στο τετράδιο και να μη γράψετε πουθενά 
στις απαντήσεις σας το όνομά σας. 

2. Να γράψετε το ονοματεπώνυμό σας στο πάνω μέρος των φωτοαντιγράφων αμέσως 
μόλις σας παραδοθούν. Τυχόν σημειώσεις σας πάνω στα θέματα δεν θα 
βαθμολογηθούν σε καμία περίπτωση. Κατά την αποχώρησή σας να παραδώσετε 
μαζί με το τετράδιο και τα φωτοαντίγραφα. 

3. Να απαντήσετε στο τετράδιό σας σε όλα τα θέματα μόνο με μπλε ή μόνο με μαύρο 
στυλό με μελάνι που δεν σβήνει. Μολύβι επιτρέπεται, μόνο αν το ζητάει η εκφώνηση, 
και μόνο για πίνακες, διαγράμματα κλπ. 

4. Κάθε απάντηση επιστημονικά τεκμηριωμένη είναι αποδεκτή. 
5. Διάρκεια εξέτασης: τρεις (3) ώρες μετά τη διανομή των φωτοαντιγράφων. 
6. Χρόνος δυνατής αποχώρησης: 18.30 

 
ΣΑΣ ΕΥΧΟΜΑΣΤΕ KΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ  

 
ΤΕΛΟΣ ΜΗΝΥΜΑΤΟΣ 


